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BOLUM 1
TEMEL KINEMATIK

1.1. Bir Noktanin Bir Eksen Takimina Gore Konumu

u®

Sekil 1.1. Bir Noktanin Secilen Bir Eksen Takimina Gére Konumu

Ug boyutlu uzayda gdzlemlenen herhangi bir P noktasinin konumu, geleneksel olarak, Sekil
1.1'de de goriildiigii gibi, uygunca segilen bir F, eksen takimina gore ifade edilir. F, eksen
takiminin orijini A ya da 0, ile gosterilen noktayla temsil edilir. F, eksen takiminin yonelimi
ile eksenleri ise, asagida gosterilen "temel vektor ticliisii" ile belirlenir.

{u®, a®, u®} (1.1.1)

Genelde, F,, "ortonormal" ve "sag el kuralina uyan" ya da kisaca "sag elli" olan bir eksen
takimi olarak segilir. Bu 6zellikler asagida aciklanmustir.

F, eksen takimmin ortonormal olabilmesi i¢in temel vektorlerinin birbirine dik birim
vektorler olmasi gerekir. Bu 6zellik, asagidaki skalar carpim denklemiyle ifade edilir.

7@ 5@ = 5, =

]

{1, i =] ise (1.1.2)

0, i #]j ise
F, eksen takiminin sag el kuralina uyabilmesi i¢in de temel vektorlerinin agagidaki vektorel

carpim denklemlerini saglamasi gerekir.

=), »(a) _ =(a)

Uy " XUy,  =Us
™ x4 = al® (1.1.3)
a® xal® = ul®

Gozlemlenen P noktasinin konumu, F, eksen takiminin orijinine gore AP konum vektoriiyle
belirlenir. Bu vektor, asagidaki degisik bicimlerde gosterilebilir.



M.K. Ozgoren RKC 2015 Gaziantep

F = _>P = _)P/A = ?AP = AP (114)
(1.1.4) denklemindeki 7 vektorii, F, eksen takiminda soyle ¢oziistiiriiliir.
P2 gOp@ g | @, |5 @@ (115)

(1.1.5) denkleminde, rk(a), 7 vektoriiniin F, eksen takimindaki k-yinci bileseni olarak soyle

tanimlanir.
r@ =7.g® (1.1.6)
1.2. Bir Vektoriin Bir Eksen Takimindaki Matris Gosterimi

Onceki kistmda oldugu gibi, herhangi bir 7 vektorii, segilen bir F, eksen takiminda sdyle

cozlsturilir.
7= Tiga)rl(a) + ﬁga)rz(a) + Tiga)r;a) (1.2.1)
(1.2.1) denklemindeki bilesenler, k = 1, 2, 3 i¢in s0yle tanimlanmustir.
r@ =74 (1.2.2)
S6z konusu bilesenler kullanilarak asagidaki bi¢imlerde gosterilebilen bir "dikeysira matrisi"
olusturulabilir.
er(a)
7@ = [F]@ = [7]|, = rz(a) (1.2.3)
r3(a)

Yukarida olusturulan 7@ dikeysira matrisi, 7 vektoriiniin F, eksen takiminindaki matris
gosterimi olarak tanimlanur.

Eger ilgilenilen tim vektorler i¢in ayni eksen takimi, ornegin F,, kullaniliyorsa, gosterim
kolaylig1 olsun diye, (a) tstyazit1 gizlenebilir ve asagidaki basitlestirilmis gosterimler
kullanilabilir.

(@)

—(a — — —
u,(()—>uk, ne ol DTk, 7@ S 7

1.3. Vektor Islemleri ile Matris islemleri Arasindaki iliskiler

Bu kisimda g6z oniine alinan tiim vektorlerin matris gosterimlerinin aym F, eksen takiminda
olusturuldugu varsayilmistir. Dolayisiyla, onceki kisimda bahsedilen {istyazitsiz
basitlestirilmis gosterim kullanilmustir.



M.K. Ozgoren RKC 2015 Gaziantep

a) Skalar Carpim

p ve q gibi iki vektoriin skalar ¢arpimi, F, eksen takimindaki bilesenleri cinsinden sdyle
ifade edilir.

S=p 4 =pi1q: + D292 + P393 (1.3.1)

Aynm islem, ilgili vektorlerin F, eksen takimindaki matris gosterimleriyle sdyle de ifade
edilebilir.

q1
s=[P1 P2 D3] [QZ] =ptq (1.3.2)
qs

Skalar ¢arpimda carpanlarin yeri degistirilebildigi i¢in ayni1 sonu¢ asagidaki dort degisik
bicimde ifade edilebilir.

s=p4=4-Pp=pq=7qp (1.3.3)
Bu arada, p* =[pP1 P2 DP3] ve g"=[91 92 Qq3], p ve G vektdrlerinin F, eksen
takimindaki yataysira matris gosterimleri olarak adlandirilir.

b) Vektorel Carpim
p Ve q gibi iki vektoriin vektorel carpimi, yeni bir 7 vektorii verir. Soyle ki,
T=pX{q (1.3.4)

Ilgili vektorlerin F, eksen takimindaki bilesenleri kullanilarak (1.3.4) vektdr denkleminin
karsilig1 olarak asagidaki matris denklemi yazilabilir.

41 P293 — P392 0 -p3 P21
[7”2] = [P3CI1 - P1CI3] = [ pz O —pll [‘h] (1.3.5)
3 P19z — P241 -p, p1 0 1lg3
(1.3.5) denklemi, derlesik olarak kisaca sdyle de yazilabilir.
T =pq (1.3.6)

Yukarida kullanilan p (p-tilde) simgesi, p dikeysira matrisinden tiiretilen "antisimetrik" kare
matrisi gostermektedir. Bu matris, "vektorel carpim matrisi" olarak da adlandirilir ve asagida
gosterilen bicimde "asm" (antisimetrik matris tiiretme) isleci kullanilarak olusturulur.

P1 0 -—ps3 b2
p=|P2| = p=asm(p) =| ps 0 - (1.3.7)
b3 -p2 p1 O
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¢) Vektorel Carpim Matrislerinin Bazi Ozellikleri

Vektorel carpim matrislerinin bazi 6nde gelen 6zellikleri asagida gosterilmistir.

det(p) =0 (1.3.8)
pp=0, p'p=0° (1.3.9)
PG = qp* — @pI (1.3.10)
p* =pp' — (') (1.3.11)
asm(pq) = pG — Gp = qp° — Pq" (1.3.12)
asm(Rp) = RpR* (1.3.13)

Yukaridaki denklemlerde, I birim matrisi, R ise ortonormal (determinant: bir olan) bir matrisi
gostermektedir.

1.4. Bir Vektoriin Bir Eksen Etrafinda Donmesi

1.4.1. Rodrigues Formiilii ve Donme Matrisi

N
n

Sekil 1.2. Bir vektoriin bir eksen etrafinda donmesi

Sekil 1.2'de bir p vektoriiniin bir 7 vektdriine donmesi goriilmektedir. Dénme agis1 6 ile,
donme eksenini temsil eden birim vektor ise 71 ile gosterilmistir. p vektori, 7 vektoriine
donerken konik bir ylizey lizerinde hareket eder. Bu donmenin séz konusu koninin
tabanindaki izdiisiim goriintiisii, Sekil 1.2'nin saginda gosterilmistir. Bu donmenin sonucu
olan 7 vektorii, Sekil 1.2 gdz 6niine alinarak asagida yazilan denklem dizisi sonunda ortaya
cikar.
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F=p-3 (14.1)

P =7-3 (1.4.2)
§= (B M)i=1{H" P (1.4.3)
G =DC=AxDA=7nxp =

¢ =ax@-5)=nax[p—@F ] =1nxp (1.4.4)

Sekil 1.2'nin sagindaki goriintiiye gore, DB = DA cos 6 + DC sin 6. Yani,
7' =p’ cosf + G'sin6 (1.4.5)
(1.4.5) denklemi, (1.4.1) - (1.4.4) denklemleriyle birlikte asagidaki denklemlere yol agar.

rT—S=({@—5)cosf+ (N xXp)sinfd =

7=pcosh+ (I xp)sinf +5(1 —cosh) =

-

7=pcosO+ (M xp)sinf +n(n-p)(1— cosb) (1.4.6)

(1.4.6) denklemi, donme sonucunda ortaya ¢ikan 7 vektoriinii vermektedir. Bu denklem,
Rodrigues denklemi olarak da bilinir. Rodrigues denklemi, segilen bir F, eksen takiminda,
asagidaki matris denklemi bi¢iminde de yazilabilir.

7 =pcosf + (fip) sin@ + n(a'p)(1 — cos H) (1.4.7)
(1.4.7) denklemi, p bir ¢arpan olarak ayrilip sdyle de yazilabilir.

¥ =Rp (1.4.8)
(1.4.8) denklemindeki R matrisi, "dénme matrisi" olarak syle tanimlanur.

R=R(#,0)=1IcosO +isin@ + nn*(1 — cos H) (1.4.9)
Bu arada, 7 bir birim vektdr oldugu igin, yani 7t71 = 1 oldugu igin, (1.3.11) denklemi, su
sekli alir.

A2 =nnt -1 (1.4.10)

Béylece, R matrisi sdyle de ifade edilebilir.
R=R(#A,60)=1+1sinf +A%(1— cosBh) (1.4.11)

R matrisi icin Taylor serisi agilimlarindan yararlanarak ¢ok daha derlesik bir ifade elde
edilebilir. Bu amagla, (1.4.11) denklemi, sin 8 ve cos 8 islevlerinin Taylor serisi agilimlari
kullanilarak s6yle yazilabilir.
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A~

- 1 1,5 1
R=T+7(0—26%+205—267 +-)
+72 (267 ——0* +205— 0%+ ) (1.4.12)
2! 4! 6! 8!
Ote yandan, (1.3.9) ve (1.4.10) denklemlerine gére, fi matrisinin cesitli dereceden kuvvetleri
yalnizca 71 ya da 72 cinsinden ifade edilebilir. Sdyle ki,
3 =-7a, At = -2 A° =7, A° =72, A’ = -1, ... (1.4.13)

(1.4.12) ve (1.4.13) denklemleri birlestirilince, R igin asagidaki Taylor serisi ac¢ilimi ortaya
cikar.

N 1 1
R =1+70+(70)* + ; (70)° + . (7i6)* + - (1.4.14)

Dikkat edilirse, (1.4.14) denklemindeki acilim, iistel islevin Taylor serisi a¢ilimiyla aynidir.
Boylece, R icin asagidaki son derece derlesik ifade elde edilmis olur. Bu ifade yalnizca
derlesik olmayip ayni zamanda donme ekseni ile acisini1 da acik olarak gdstermesi nedeniyle
olduk¢a kullanishidir. Bu bigimde ifade edildiginde, R icin kisaca "iistel dénme matrisi"
deyimi kullanilabilir.

R =R(#,0) =e™ (1.4.15)
1.4.2. Temel Dikeysira Matrisleri ve Temel Dénme Matrisleri

Temel dikeysira matrisleri, bir liglii grup olusturmak tizere sdyle tanimlanirlar.

1 0 0
e 1416)
0 0 1

Temel dikeysira matrisleri, ii¢ boyutlu dikeysira matris uzaymin temelini olustururlar. Oyle
ki, ¢ gibi herhangi bir dikeysira matrisi, ii¢ temel dikeysira matrisinin dogrusal bilesimi
olarak asagida gosterilen bicimde ifade edilebilir.

1 0 0 €1
c = Clﬁl + Czaz + C3ﬂ3 = (1 o + Cy 11+ C3 ol =1(¢2 (1417)
0 0 1 C3

Temel dikeysira matrisleri, aynt zamanda, F, gibi bir eksen takimimin temel birim
vektorlerinin yine F, i¢inde ifade edilen matris gosterimleridir. Soyle ki, k = 1, 2, 3 igin,

7 = =[] =[]

(1.4.18)
Fa

Eger donme islemi, secilen bir F, eksen takiminin eksenlerinden biri, 6rnegin ﬁ,&a) ekseni,
etrafinda yapiliyorsa, donme ekseni birim vektorii, 7 = ﬁ,ga) olur. Bu durumda, 7 vektériiniin
F. eksen takimindaki matris gosterimi, asagida gorildiigi gibi, k-yinci temel dikeysira
matrisi olur.
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i=a® =g =g, (1.4.19)

Bu cksen etrafinda belli bir 8 agisiyla donmeyi saglayan matris ise, k-yinci "temel donme
matrisi" olarak asagidaki denklemle tanimlanur.

R, = R (0) = R(iiy,0) = e™f (1.4.20)

Ug temel dénme matrisinin (1.4.9) denklemi kullanilarak elde edilen ayrintili ifadeleri
asagida gosterilmistir.

1 0 0

Ri(¢p) =e™? = [0 cos¢ —sin ¢>] (1.4.21)
0 sing cos ¢

~ ~ cosf 0 sinf

R,(6) = e™2f = 0 1 0 (1.4.22)
—sinf 0 cos#f

~ N cosyy —siny 0

Ry(y) = e™¥ = [sim/) cos 0] (1.4.23)

0 0 1

1.4.3. Dénme Matrislerinin Baz Ozellikleri

Doénme matrislerinin bazi 6nde gelen 6zelliklerini yansitan formiiller asagida gosterilmistir.

det(e™) =1 (1.4.24)
(e™)~1 = (&)t = ¢=10 = (-0) = o(-T)F (1.4.25)
e™n =n, nte™ =nt (islevsizlik formiili) (1.4.26)
e = fie™ + i (1.4.27)
eM0eMd = oMb M — o(6+¢) (paralel eksen formiilii) (1.4.28)
eM0eMd + oMp Rl o (MO+MP) (7, = 7 jse) (1.4.29)
9(e™) /00 = e™07i = 7ie™ (tiirev formiilii) (1.4.30)
Temel donme ve temel dikeysira matrisleri ise, asagidaki 6zellikleri paylasirlar.
e Oy, =1, , ule™? =ut (1.4.31)
e™i%%; = 1; cos 0 + 0;j, Uy sin O (agihim formiiliy) (1.4.32)
ufe"? = uf cos 0 + oy, g sin O (agilim formiilii) (1.4.33)
eTim/2e%j0 = g0ijkkd oWim/2 (i £ j icin kaydirma formiilii) (1.4.34)
eTimel® = ¢~ WM (i £ jicin kaydirma formiilii) (1.4.35)
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eﬁkﬂ,’/zeﬁkg — eﬁkeeﬁkﬂ:/z — eﬁk(9+7'[/2) (1436)

o T 110 = oUk(0+m) (1.4.37)

(1.4.32), (1.4.33), (1.4.34) denklemlerinde yer alan o isaret simgesi, [ # j # k igin soyle
tanimlanmustir.

o {+1, ijk = 123,231,312 ise
ijk = 1—1, ijk = 321,132,213 ise

1.4.4. Ornek

(1.4.38)

Bu 6rnek, F, gibi bir eksen takiminda gézlemlenen bir dénme islemi hakkindadir. Tki asamali
bu donme islemi, sematik olarak asagida gosterilmistir.

L(ay donme[@s?, 6]  donme[@l”, ]

p = bu; q 7 (1.4.39)

Bu islem sonucunda ortaya ¢ikan vektorleri belirlemek amaciyla, ilgili vektorlerin F, eksen
takimindaki iistyazitsiz matris gosterimleri kullanilarak donme isleminin iki asamasi igin
asagidaki denklemler yazilabilir.

g = R,(0)p = e™9(bi1;) = be®204, (1.4.40)
7= R;(Y)q = e®¥(be™20%,) = be®¥e®0q, (1.4.41)

Kisim 1.4.3'teki agilim formiilleri kullanilarak (1.4.40) ve (1.4.41) denklemleri tizerinde
asagidaki islemler yapilabilir.

g = be™%%, = b(ii; cos @ — fi3 sin ) = i, (b cos 8) — i1z (b sin H) (1.4.42)
7 = be™¥ (1, cos O — Tiz sin0) = b[(e®¥1;) cos @ — (e®3¥113) sinf] =

7 = b[(U; cosyY + U, siny) cos @ — Uz sinf] =

7 = Uy(bcosycosB) + uy(bsiny cos B) — us(bsinb) (1.4.43)

(1.4.42) ve (1.4.43) matris denklemlerinde, § = g, ¥ =7@®, ve k =1,2,3 igin &), =

ﬁ,({a/ ) oldugu gbéz Oniine alinarak s6z konusu denklemlerin vektor karsiliklart sdyle

yazilabilir.
G =1 (bcos6) — ¥ (bsin ) (1.4.44)
7 =19 (b cosp cos 6) + U (b sin cos 8) — us™ (b sin 6) (1.4.45)
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1.5. Bir Vektoriin Degisik Eksen Takimlarindaki Matris Gosterimleri

Herhangi bir 7 vektorii, F, ve F,, gibi iki farkli eksen takiminda ¢oziistiiriilebilir. Soyle ki,

2 _ =) (@) | =(a) (&) , =(a) (&) _ =(b) (b) , =(b) (b) , (b) (b)

T=uUy o Uy Uy oy =AU Uy Uy T (1.5.1)
(1.5.1) denklemindeki bilesenler, s6yle tanimlanmustir.

e R (15.2)

S6z konusu bilesenler kullanilarak asagidaki bigimlerde gosterilebilen dikeysira matrisleri

olusturulabilir.
_rl(a)_
r_(a) = [F](a) = [F]lfa = rz(a) (1.5.3)
(@)
g
_rl(b)_
7® = [F]® = [7]]g, = rz(b) (1.5.4)
_r3(b)_

Yukaridaki 7#® ve #®) dikeysira matrisleri, aym 7 vektoriinin F, ve F, eksen
takiminlarindaki matris gosterimleri olarak adlandirilirlar. Eger F, ve F, c¢akisik ya da es
yonlii paralel degillerse, 7@ ve #() | iki farkli matris olarak ortaya cikar. Yani, genelde,

7@ = 7®) (1.5.5)

Bununla birlikte, 7(® ve #®) arasinda ayn1 7 vektoriinii temsil ettikleri igin bir ilinti vardir.
Bu ilinti, soyle ifade edilebilir.

7@ — F@b)fb) (1.5.6)

(1.5.6) denkleminde goriilen C(*P)| "bilesen doniisiim matrisi", ya da kisaca, "doniisiim
matrisi" olarak adlandirilir. Ayn1 denkleme gore, C@?) matrisi, 7 vektoriiniin F, eksen
takimindaki bilesenlerini F, eksen takimindaki bilesenlerine doniistiirmektedir.

Ote yandan, (1.5.6) denklemi sdyle de yazilabilir.

F0) — pOF@) — 7@ = [@(b.a)]‘lf(b) (1.5.7)
(1.5.6) ve (1.5.7) denklemleri karsilastirilinca, su sonuca varilir.

[coa] ™ = ¢@b) (15.8)
Doniisiim matrisinin bir diger 6nemli 6zelligi de asagida gosterilmistir.

Normal olarak, belli bir kinematik inceleme siirecinde géz Oniine alinan eksen takimlarinin
tiimiiniin eksenlerinde ayni dlgek kullanilir. Boyle bir durumda, gozlemlenen 7 vektoriiniin
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biiyiikliigii tiim eksen takimlarinda ayni goriiniir. Bu olgu, 7 vektoriiniin F, ve F, eksen
takimlarindaki matris gosterimleri i¢in soyle ifade edilir.

= |72 =7 7 = F@tF@ = 7)) (1.5.9)
(1.5.9) denklemi, (1.5.6) denklemi kullanilarak sdyle yazilabilir.
[C@DFO] [C@nF®)] = FOI[E@DEEE@N]FE) = FOIFE) (15.10)

(1.5.10) denkleminden su sonug ¢ikar.

CE@nté@n = j = (@b = [¢@n]™ (15.11)
(1.5.11) ve (1.5.8) denklemlerinden ¢ikan sonug ise asagidaki 6zelliktir.

(OO = [(@h)]-1 = ¢abr (1.5.12)

1.6. Doniisiim Matrisi ifadeleri

1.6.1. Déniisiim Matrisinin Temel Birim Vektorler Cinsinden Ifade Edilmesi

F, eksen takiminin temel birim vektorleri, k = 1,2, 3 i¢in, F, eksen takiminda asagidaki
dikeysira matrisleri bigiminde gosterilebilir.

(@) ()
w0 = [BP] = confal] = cenmp = cong, (16.1)

(1.6.1) denklemindeki u; artgarpani, carpilan matrisin k-yinci dikeysirasini seger. Buna
gore, a/* dikeysira matrisi, C(@?) kare matrisinin k-yinci dikeysirasi olmaktadir.

Dolayisiyla, € (*P) matrisi, asagidaki ayritiyla ifade edilebilir.
c@h = [g/ gbre g/ (16.2)

Ote yandan, (1.6.1) denkleminden, a ve b indislerinin yeri degistirilerek ve (1.5.12) denklemi
kullanilarak su iliskiler elde edilir.

2@/ = coag, = gDt = gt pbat = gt (ab) (16.3)

(1.6.3) denklemindeki @} ongarpani ise, carpilan matrisin k-yinci yataysirasini secer. Buna
gore, (1.6.3) denkleminden su sonug ¢ikar.
aga/b)t
(lab) — ﬁga/b)t (1.6.4)
ﬂga/b)t

Not: (1.6.4) denklemindeki yataysira matrislerinin lstyazitlariyla (1.6.2) denklemindeki
dikeysira matrislerinin styazitlar1 arasindaki fark, gbzden kagirilmamasi gereken bir
husustur.

10
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1.6.2. Déniisiim Matrisinin Yonelim Kosiniisleri Cinsinden Ifade Edilmesi

F, ve F, eksen takimlarinin temel birim vektorleri arasindaki agilar, "yonelim agilar1" olarak
tanimlanirlar. Bu agilar, F;, eksen takiminin F, eksen takimina gére yonelimini ifade etmek
tizere sOyle gosterilirler.

05" = «[u® - u] (1.6.5)
Yonelim acgilariin kosiniisleri ise, "yonelim kosiniisleri" olarak tanimlanip asagidaki gibi
gosterilirler.

ci(f‘b) = cos Hi(]fl’b) (1.6.6)
Y 6nelim kosiniislerinden ci(;l’b), Til@ ile ﬁ;b) birim vektdrleri cinsinden soyle ifade edilir.

Cl_(]fl,b) _ ﬁi(a) -17].(17) (1.6.7)

(1.6.7) denklemi, ilgili vektorlerin F, eksen takimindaki matris gosterimleri kullanilarak
sOyle de yazilabilir.

P = gV gV = gtV (1.6.8)

(1.6.8) denklemi ise, (1.6.1) denklemi sayesinde sdyle yazilabilir.

B) _ —t Aab)~
ci” = afc@y, (1.6.9)

(1.6.9) denkleminde, u! ile U; carpanlari, C(@b) matrisinin i-yinci yataysirast ile j-yinci
dikeysirasindaki elemani segerler. Dolayisiyla, C(®?) matrisi, yonelim kosiniisleri cinsinden
asagida gosterilen ayrintiyla ifade edilebilir.

(a,b) (a,b) (a,b)

€11 12 €13
((ab) — cécf’b) c ZEczl,b) c ;g,b) (1.6.10)
(a,b) (a,b) (a,b)
€31 32 C33

1.6.3. Déniisiim Matrisinin Donme Matrisi Olarak Ifade Edilmesi

Fp eksen takimi, F, eksen takiminin ayni orijine Gtelenmesi ve daha sonra belli bir eksen
etrafinda dondiiriilmesiyle elde edilebilir. Bu durum, sematik olarak asagidaki gibi
gosterilebilir.

dénme([7,0]
F, L E, (1.6.11)

Dogal olarak iki eksen takimimnin temel vektorleri de, k = 1,2, 3 igin, asagida gosterildigi
gibi ayn1 donme iligkisi i¢inde olurlar.

—(a) dénme([7,0]

i ——=g® (1.6.12)

11
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Yukaridaki sematik gdsterimi ifade etmek iizere, donme isleminin F, eksen takiminda
gbzlemlendigi varsayilarak, asagidaki matris denklemi yazilabilir.

(@) ~ (a)
5] =Ra@,0)a"] " =
g = en WOV = A Wog, (1.6.13)
Ote yandan, ./, daha 6nceki (1.6.1) déniisiim denklemi ile soyle ifade edilmisti.

ﬂl(cb/a) — C(a’b)az(cb/b) = Claby, (1.6.14)

(1.6.13) ve (1.6.14) denklemleri, doniisiim ve donme matrislerinin, asagida ayrica yazildigi
gibi, esit olduklarin1 gostermektedir.

¢@b) = R(#@,9) = 0 (1.6.15)

Yukaridaki denklemlerde, 71 vektoriiniin F, eksen takimindaki matris gosterimi olan 7(®
kullanilmistir. Ashinda, 7 vektoriiniin F), eksen takimindaki matris gosterimi olan 7n(?) de
kullanilabilirdi. Bunun nedeni, 7 vektoriiniin donme ekseni lizerinde olmasindan dolayi,
dénme isleminden etkilenmemesi ve 7® = 7(®  olmasidir. Ancak, s6z konusu dénme
islemi, F,. gibi farkli bir liclincli eksen takiminda gozlemlenirse, bu esitlik kaybolur. Yani,
n© = a® = 7@ Dolayisiyla, (1.6.9) denklemi kullanilirken, 7 vektériiniin ifade edildigi
eksen takiminin F, ya da F; eksen takimlarinda biri olmasina dikkat etmek gerekir. Bu kritik
husus, soyle ifade edilebilir.

¢ab) = o780 — 110 4 76 (1.6.16)
1.6.4. Déniisiim Matrisinin Euler A¢ilart Cinsinden Ifade Edilmesi

(1.5.12) denklemine gére, C(*?) ortonormal bir matristir, yani tersi devrigine (transpozuna)
esittir. Iste bu nedenle, C(*P) yalmzca ii¢ bagimsiz parametre cinsinden ifade edilebilir. Euler
acilar1 kullanildiginda, bu ii¢ bagimsiz parametre, 6nceden belirlenmis eksenler etrafindaki
donmeleri gosteren birer ag1 olarak secilmis olur. S6z konusu eksenlerden her biri, geleneksel
olarak, bir eksen takiminin eksenlerinden biri olarak belirlenir. Belirlenen eksenlere gore,
cesitli Euler agis1 siralamalari ortaya ¢ikar. Bu siralamalari genel olarak temsil eden i-j-k
siralamasina gore, F, eksen takiminin F;, eksen takimina doniisii, asagida sematik olarak
gosterilen li¢ asamali ardisik donme islemiyle gergeklestirilir.

d(")nme[ﬁga), ] dénme[ﬁ}m), 6] dﬁnme[ﬁ’(cn), n

Fa Fn Fa Fp (1.6.17)

Yukaridaki semada, F,, ve F,, ara eksen takimlaridir. Bu semaya gore, € @) soyle ifade
edilir.

£lab) — @am)@mn) Fnb) (1.6.18)

12
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(1.6.18) denklemindeki doniisiim matrisleri, (1.6.15) denklemi uyarinca, birer donme matrisi
olarak soyle ifade edilirler.

A ~(a/a) ~ PN
C(a;m) — eui ¢ — euid) = Rl(d)) (1619)
. ~(m/m) ~ P
C(m:n) = euj 6 = euje = R](H) (1620)
Cmb) = oW = T = B, () (1.6.21)

Boylece, C(@P) | asagida goriilen bicimde elde edilmis olur.
C@D) = it e™Peti¥ = R;(¢)R;(0)Rr(¥) (1.6.22)

Robotik alaninda genel olarak 1-2-3 ve 3-2-3 siralamalar1 kullanilmaktadir. Ara¢ dinamigi
alaninda ise, tlim kara, hava ve deniz ara¢larin1 kapsamak tizere, neredeyse istisnasiz, 3-2-1
siralamasi kullanilmaktadir. Ne var ki, Euler'in bizzat 6ne siiriip kullandig1 siralama, 3-1-3
siralamasidir. Bu siralama, daha ¢ok, jiroskop rotorlar1 ve kendi etrafinda donen gok cisimleri
gibi, simetrik olup simetri ekseni etrafinda diger eksenlere gore ¢ok daha hizli donen
cisimleri incelemek icin kullanish olmaktadir.

1.7. Bir Noktamin Farkh Eksen Takimlarina Géore Konumu ve Homojen
Doniisiim Matrisleri

a”

)

i

Sekil 1.3. Bir Noktanin Farkli Eksen Takimlarinda Gozlemlenmesi
Sekil 1.3'te gosterildigi gibi, bir P noktasi, birbirine gore otelenmis (A — B) ve donmiis
(a = b) olan F,(A) ve F,(B) gibi iki farkli eksen takiminda gézlemlenmektedir.

P noktasinin F,(A) ve Fp(B) eksen takimlarma gore konumunu gosteren 74p Ve Tgp
vektorleri arasindaki iliski, "otelenme vektorii" olan 745 araciligiyla su sekilde saglanir.

Tap = Tap + Tpp (1.7.1)

13
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(1.7.1) vektor denklemi, 74p Ve 7Tgp vektorlerinin F,(A) ve Fp(B) eksen takimlarindaki
matris gosterimleri kullanilarak asagidaki matris denklemi bi¢iminde de yazilabilir.

iy = CODRD 7 (1.7.2)

(1.7.2) denklemi, P noktasmnin F,(A) ve F,(B) eksen takimlarindaki gériiniimleri arasinda
Otelenme teriminin varlig1 nedeniyle "homojen olmayan" ya da diger bir deyisle "eklentili"
(biased) bir iliski teskil etmektedir. Bu iliskiyi homojenlestirmek i¢in (1.7.2) denklemi, 1 = 1
denklemiyle genisletilerek soyle yazilabilir.

=(@) _ A@ab)=Db) | (@)
Typ = CODRY + 7,5 } (1.7.3)
1=1
(1.7.3) denklem cifti, tek ve homojen bir denklem bi¢iminde sdyle de yazilabilir.
(a) (a,b) —(a) (b)
] lC l [ (17.4)

(1.7.4) denklemi, asagidaki tanimlara yol agar.

R(a) [AP ] P noktasinin F, (A)'daki 4 X 1 boyutlu matris gosterimi (1.7.5)

ﬁg;,) = [fBlP ] . P noktasinin Fp, (B)'deki 4 X 1 boyutlu matris gosterimi (1.7.6)

- A(a,b) #(a)
ng’b) = [C_t "4B | : 4 x 4 boyutlu homojen dSniisiim matrisi (1.7.7)
0 1
Yukaridaki tanimlar kullanilinca, (1.7.4) denklemi, kisaca asagidaki derlesik bigimde
yazilabilir.
Ej‘}) _ Hj‘;b)ﬁgﬁ (1.7.8)

Boylece, goriildiigii gibi, homojen olmayan (1.7.2) denklemi, denklem boyutunun iigten
dorde ¢ikmasi pahasina, homojen olan (1.7.8) denklemine doniistiirtilmiistiir.

Dikkat edilirse, I/-I\g’b) matrisi iki temel 6geden olusmaktadir. Birincisi, C@b) jle gosterilen

"dénme" 6gesidir. Ikincisi ise, A(B) ile gosterilen "6telenme" 6gesidir.

Eger P noktasi, li¢ farkli eksen takiminda gozlemleniyorsa, o zaman su denklemler
yazilabilir.

Homojen olmayan denklem grubu:

Tap = COMED 470 (1.7.9)
fap) = COOTD 1+ 7D (1.7.10)

14
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Homojen denklem grubu:

= 5(a,b) 5(b

Ry = Hig" Rgy (17.12)
—=(b —~ b, —

RY) = ALORY) (1.7.13)
Rip = Hi¢ORG) = (A5 Ayt 1R, (17.14)

Ozellikle, (1.7.11) ve (1.7.14) denklemlerinin karsilastirilmasi, homojen déniisiim
denklemlerinin pespese yapilan doniisiimlerdeki derlesiklik (kisa ve toplu ifade) avantajim
ortaya koymaktadir.

Homojen olmayan doniisiimlerde, bileske donme ve bileske 6telenme terimlerinin ayr1 ayri
ifade edilmesi gerekmektedir. Soyle ki,

(@) = @ab)@be) (1.7.15)
7@ = 5@ 4 c@b)z®) (1.7.16)

Oysa, homojen doniisiimlerde, bileske homojen doniisiim matrisi, tek bir yalin c¢arpim
denklemiyle ifade edilebilmektedir. Soyle ki,

SO = B2 A% (1.7.17)
Homojen donlisiim matrislerine ait bazi1 6zellikler asagida belirtilmistir.

(1.7.7) denkleminden yararlanarak gosterilebilir ki,
det| A("| = det[C@)] = 1 (1.7.18)

(1.7.8) denklemi, F,(A) ile F,(B)'nin yeri degistirilerek ve I'-I\Igg'b) matrisinin tersi alinarak
asagidaki iki bi¢imde yazilabilir

ﬁl(?l;)) _ Hg;{a)ﬁfl? (1.7.19)
— — _1_
Rz(;l:)) _ [Hg'b) R/(Sa) (1.7.20)

1.7.19) ve (1.7.20) denklemlerine gore, H (@b) 1hatrisinin tersi soyle bulunur.
g AB Yy

~(an)]! A(b,a)=[€(b'“) féﬁ)l=[5(“’b” ~C@rrD (1.7.21)
1

H =H
[ AB BA 5t gt 1

F.(A) ile Fy(B) arasindaki dtelenme ve donme iliskisi asagida gosterilen iki bicimde ifade
edilebilir.

otelenme(4—B) donme(a—b)

Fo(d) ——— F,(B) ——— > Fp(B) (1.7.22)
donme(a—b) otelenme(4—B)
Fo(d) ———— F,(A) ——— > F,(B) (1.7.23)

15
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)

Yukaridaki semalara gore, H Igg’b matrisi su iki bigimde ayristirilabilir.

AP = A4YFD  (snce stelenme, sonra donme) (1.7.24)
q Igg’b) =0 Igi’b)ﬁ Igl;’b) (6nce dénme, sonra Gtelenme) (1.7.25)

Yukaridaki ayristirmalarda yer alan ﬁj‘;‘a) ve ngz;b) matrislerine "yalin 6telenme matrisleri";

ngj'b) ve ﬁé‘;b) matrislerine ise "yalin donme matrisleri" denir. Bu matrislerin ayrintili
ifadeleri asagida gosterilmistir.

R Fo@] )

Hﬁ%‘a)=lﬁi rAfl’ Hj’;'b)=[61t rAfl (1.7.26)
~ —~ A(a,b) 0

fﬁ?”=fé?”=[cé 2] (1.7.27)

1.8. Bir Vektoriun Farkli Eksen Takimlarina Gore Tirevleri

1.8.1. Bir Vektoriin Belli Bir Eksen Takimina Gore Tiirevi

Bir vektoriin tiirevinin alinmasi, secilen eksen takimima gore bagil bir islemdir. Ornegin, bir
7 vektoriiniin F, (A) ve F,(B) gibi iki farkli eksen takimina gore alinan tiirevleri asagidaki
bicimlerde gosterilebilir.

D, = d 7 /dt = [d7/dt]|z, (1.8.1)
Dp7 = d,7/dt = [d7/dt]|#, (1.8.2)
S6z konusu vektdriin tiirevi, (1.8.1) denklemine goére alinirken F, eksen takiminin yonelimi;

(1.8.2) denklemine gore alinirken de F}, eksen takiminin yonelimi sabit kabul edilir. Tiirevi
alinacak vektor, F, (A4) ve Fp,(B) eksen takimlarinda soyle ¢oziistiirtilebilir.

2 5@ @ | 2@ @ | 5@ @ _ 20) (1) L 20) 1) 4 50) () (1.8.3)

L Uy oy Uy =y Uy, Uy T
Bu ¢oziistiirmelere gore, D,7 ve D, 7 tiirevleri soyle ifade edilir.

D7 = ﬁga)f‘l(a) n aga) T-Z(a) n aga)f,s(a) (1.8.4)

D,7 = ﬁgb)r.l(b) + ﬁgb) T-Z(b) n ﬁéb)r's(b) (1.8.5)

(1.8.4) ve (1.8.5) denklemlerine gore, 7 vektoriiniin ve tiirevlerinin F,(A) ve Fp,(B) eksen
takimlarindaki matris gosterimleri soyle iliskilendirilir.

(@) - (a)
7 n

[F]@ = 7@ = Irz(@\ = [DF]@ = 7@ = | @ (1.8.6)
(@) - (a)
T3 T3
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rl(b) 7-,l(b)
[F]® = 7® = rz(b) = [D,7]® = 7® = f-z(b) (1.8.7)
r3(b) 7-,3(b)

Dikkat edilirse, (1.8.6) ve (1.8.7) denklemleri, ¢oziistiirme ve tiirev alma eksen takimlart ayni
ise gecerlidir.

Ne var ki, ¢oziistirme ve tiirev alma eksen takimlarinin her zaman ayni olmalar1 gerekmez.
Boyle bir durumda, asagidaki denklemler yazilabilir.

[D,7]@ = c@D)[D,7]®) = c@b)f®) (1.8.8)
[D,7]P) = c®D[D,F]@ = cbDj(@) (1.8.9)

(1.8.8) ve (1.8.9) denklemlerinin herbirinde, tiirev alma eksen takimi aynidir. Bununla
birlikte, tiirev alindiktan sonra ortaya g¢ikan vektoriin farkli iki eksen takimindaki matris
gosterimleri iligkilendirilmistir.

1.8.2. Bir Vektoriin Farkli Eksen Takimlarina Gére Tiirevlerinin Arasindaki Iliski
ve Bagil Acisal Hiz Tanimi

Bir 7 vektoriiniin F,(A) ve F,(B) gibi birbirlerine gore agisal olarak farkl hareket eden iki
eksen takimina gore alinan tiirevleri, "Coriolis Teoremi" ya da "Transport Teoremi" olarak
bilinen teorem sayesinde iliskilendirilir. Bu teorem soyle ifade edilir.

Da? = DbF + (Bb/a X T (1810)

(1.8.10) denklemindeki w,,, vektorii, Fp,(B)'nin F,(A)'ya gore "bagil agisal hizi" olarak

tanimlanir. Ayn1 denklemden, sol tarafin F,(A)'daki, sag tarafin ise Fp(B)'deki matris
gosterimleri kullanilarak asagidaki matris denklemi elde edilir.

F@ = @b [F®) 4 55%,:(17)] (1.8.11)

(1.8.11) denklemi, tiirev almadan once yazilan asagidaki doniisiim denkleminden yola
cikilarak da elde edilebilir.

7@ = C@b)y(®) (1.8.12)
(1.8.12) denklemin taraf tarafa alinan tiirevi, asagidaki denklemi verir.
F@) = @hFD) 4 (@h)Fb) = C@h)[FB) 4 (b.a) (b)) (1.8.13)

(1.8.11) ve (1.8.13) denklemleri karsilastirilinca, iki eksen arasindaki bagil agisal hizi, iki
eksen arasindaki bagil yonelim matrisiyle (yani doniisiim matrisiyle) iligskilendiren asagidaki
denklem elde edilir.

By, = COOCE@D = i) = asm=1[COD @) (1.8.14)

/a
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(1.8.14) denkleminden de asagidaki denklem elde edilebilir.

By, = CONCOD = 59 = asm @D G0 (1.8.15)

(1.8.14) ve (1.8.15) denklemlerinde kullanilmis olan asm™? isleci, daha 6nce Kisim 1.3'te
tanitilan "asm" (antisimetrik matris tliretme) islecinin tersidir. Buradan ¢ikartilan sonuca gore
de, (D¢ (@b) g ((@b)¢(b.a) matrisleri, birer antisimetrik matris olmaktadirlar.

Eger 7 vektoriiniin tiirevleri, birbirlerinden farkli agisal hareketleri olan ii¢ eksen takimina
gore alinirsa, (1.8.10) denklemi, su ii¢ sekilde yazilabilir.

DaT_') = Db? + cT)’b/a X T (1816)
DbT_') == DC'F + ac/b X 'F (1817)
Do = DF + Bejq X 7 (1.8.18)

Yukaridaki ti¢ denklemden su sonug ¢ikar.
WDeja = Geyp + Bpq (1.8.19)

(1.8.19) denklemi, bagil acisal hizlarin bileskesinin yalnizca toplama yoluyla elde
edilebilecegini gostermektedir. Oysa, daha oOnce de gorildigi gibi, bagil yonelim
matrislerinin bileskesi, yalnizca ¢arpim yoluyla elde edilmektedir. Soyle ki,

£(@0) — (@b) o) (1.8.20)

1.8.3. Bir Vektoriin Farkli Eksen Takimlarina Gére Ikinci Tiirevlerinin Arasindaki Iliski
ve Bagil A¢isal Ivine Tanimi

Coriolis/Transport teoremi uygulanarak (1.8.10) denkleminin taraf tarafa bir kez daha tiirevi,
asagidaki gosterildigi gibi alinabilir.

DZ7 = Dg(Do7) = Dg(Dp? + @pjq X 1) =
DZ7 = Dyp(DpT + @pjq X 1) + Wpjq X (Dp? + Wpjq X T) =
DZ7 = D7 + @y q X (Dp?) + Gpjq X 7
+ Wpjq X (Dp? + Wpjq X7) =
D2 = D7 + 2@y, q X (DyT)
+ dpja X T+ Bpjg X (Bpjq X T) (1.8.21)

(1.8.21) denklemindeki dj,,q vektorii, Fj,(B)'nin F,(A)'ya gore "bagil acisal ivmesi" olarak
tanimlanir ve iki eksen takimi arasindaki bagil acisal hiz vektoriinden asagidaki tiirev alma
islemiyle elde edilir.

('-fb/a = Dba_))b/a (1822)
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Bununla birlikte, Coriolis/Transport teoremi uyarinca ve @, Ja X Wp Ja = 0 oldugu igin @, Ja
asagidaki tiirev alma islemiyle de elde edilebilir.

&b/a = DacT)’b/a (1823)

Ancak, dikkat etmek gerekir ki, (1.8.22) ve (1.8.23) denklemleri, yalmzca F,(A) ile F,(B)
cksen takimlan i¢in gegerlidir. Bir baska deyisle, @), /o vektoriiniin {i¢lincii bir F,(C) eksen

takimina gore alman tiirevi, @, /a vektoriinii vermez. Bu durum kisaca g0yle ifade edilebilir.
dpja = Da@pja = Dp@pjq # Dc@pyq (1.8.24)

Yine Coriolis/Transport teoremine gore, D, @), /q tiirevi dogrudan @y, /, Vektoriinii vermese de,

ap/q vektoriiyle asagida gosterilen bigimlerde iliskilidir.
De@pjq = Gpja + Baje X Bpja = Apja + Bpje X Gpyq (1.8.25)

Ote yandan, daha &nce, ii¢ farkli eksen takimi séz konusu oldugunda, bagil agisal hizlarin
bileskesinin yalnizca toplama yoluyla elde edilebilecegi goriilmiisti. Bu durum, (1.8.19)
denklemiyle soyle ifade edilmisti.

Bc/a = ac/b + ab/a (1826)

(1.8.26) denkleminin tiirevi taraf tarafa F,(A) eksen takimina gore alinirsa, bagil agisal
ivmelerin bileskesi, asagida gosterilen bicimde elde edilir.

Da(‘_))c/a = Daac/b + Da(‘_))b/a =
6_fc/a = (Db(‘_))c/b + ab/a X 5c/b) + &b/a =
&c/a = &c/b + &b/a + ab/a X aC/b (1.8.27)

Goruldigi gibi, bagil acisal ivmelerin bileskesi yalnizca toplama yoluyla elde
edilememektedir. Bileskeye ilgili bagil agisal hizlarin vektorel carpimindan olusan bir terim
daha eklenmektedir.

1.9. Bir Noktanin Farkli Eksen Takimlaria Gore Hizi ve Ivmesi

1.9.1. Bir Noktanin Farkli Eksen Takimlarina Gore Hizi

Sekil 1.2'ye tekrar bakildiginda, bir P noktasinin birbirine gore farkli hareket eden (6telenen
ve donen) F,(A) ve F,(B) gibi iki eksen takiminda gozlemlenen bagil konum vektorleri
arasinda asagidaki iliskinin oldugu goriilmektedir.

Tap = Tap + Tpp (1.9.1)
Esdegerli fakat farkli bir notasyonla (1.9.1) denklemi, soyle de yazilabilir.

7P/A = FP/B + FB/A (192)
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(1.9.1) ve (1.9.2) denklemlerindeki farkli notasyonlar, matematiksel olarak esdegerli olmakla
birlikte, sdzel olarak farkli birer yorumla soyle ifade edilirler.

745 . A noktasindan B noktasina dogru yoneltilmis konum vektorii.

Ty /a - B noktasmin A noktasina gore bagil konum vektorti.

P noktasinin F, (A4) ve F,(B) eksen takimlarinda gézlemlenen bagil hizlari arasindaki iligkiyi
elde etmek iizere, (1.9.2) denkleminin eksen takimlarindan birine gore, drnegin F,(A)'ya
gore, taraf tarafa tlirevi alinirsa, asagidaki denklem ortaya ¢ikar.

Dy7p/a = DaP'psp + DaTgya (1.9.3)
(1.9.3) denklemindeki terimler, asagidaki gibi gosterilebilen genel bir hiz tanimina yol agar.
ﬁP/B/Ta = DaFP/B (1.9.4)

(1.9.4) denklemi ile tanimlanan hiz vektorii, s0yle adlandirilir: P noktasinin B noktasina gore
F.(A) eksen takimina gore tiirev alinarak elde edilen bagil hiz vektorti.

Dikkat edilirse, genel hiz tanimi, asagida belirtilen ii¢ temel unsura dayanmaktadir.
1. Hiz1 istenen nokta: P
2. Referans noktasi: B
3. Tiirev alma eksen takimi: F,(A)
(1.9.4) denklemindeki gdsterim kullanilarak (1.9.3) denklemi soyle yazilabilir.
UpjajFa = Vp/BjFa + UBJasF, (1.9.5)

Ne var ki, Fp,(B) eksen takimini kullanan gézlemci, gdzlemledigi noktalarin hiz vektorlerini
de ayn1 eksen takimina gére olusturmak ister. Bu istegi karsilamak iizere, (1.9.5) denklemi,
Coriolis/Transport teoremi kullanilarak soyle de yazilabilir.

Up/asFa = Up/s/Fy + Boja X 7o/ + Unjasr, (1.9.6)
1.9.2. Bir Noktamin Farkli Eksen Takimlarina Gére Ivmesi

(1.9.4) denklemindeki genel hiz tanimina benzer bir bicimde genel ivme tanimi1 da asagidaki
gibi yapilabilir.

&P/B/Ta = DL%FP/B (1.9.7)
Gortldiigii gibi, genel ivme tanimi da, asagida belirtilen ii¢ temel unsura dayanmaktadir.

1. Ivmesi istenen nokta: P

2. Referans noktasi: B

3. Tiirev alma eksen takimi: F,(A)
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(1.9.7) denklemindeki gosterim kullanilarak (1.9.3) denklemi, bir kez daha tiirevi alinarak
sOyle yazilabilir.

Gpja/F, = Ap//F, T ABJas7, (1.9.8)

Hiz denkleminde oldugu gibi, F,(B) eksen takimini kullanan gozlemci, gozlemledigi
noktalarin ivme vektorlerini de yine ayni eksen takimina gore olusturmak ister. Bu istegi
kargilamak {izere, (1.9.8) denklemi, Coriolis/Transport teoremi kullanilarak soyle de
yazilabilir.

Apya/F, = App/F, + 20bja X Vp/p/7, + Abja X Tp/p
+ Wpja X (Bpja X Tp/p) + dpjayz, (1.9.9)

(1.9.9) denklemindeki terimlerden ikisi, birinci tirevlerden olusmustur. Bu terimler,
asagidaki 6zel adlarla anilirlar.

Coriolis Ivmesi: 2y, X Up/p/7, (1.9.10)
Merkezcil ivme: @p/q X (@p/q X 7p/5) (1.9.11)
1.9.3. Notasyonu Basitlestirilmis Bagil Hiz ve Ivme Ifadeleri

Eger kinematik inceleme siiresince yalnizca F,(A) ve Fp(B) gibi iki eksen takimi
kullaniliyorsa, yukaridaki ayrintili notasyon yerine, asagidaki basitlestirilmis notasyon da

kullanilabilir.
Fon =7, Toyg =T, Topn=7° (1.9.12)
UpjajFe =V Upspye, =V, Upjar, =V° (1.9.13)
Apjajr, =@, Gpspsr, =4 Gpjajr, = @ (1.9.14)
@pja =@, Gpja =2 (1.9.15)

Yukaridaki basitlestirilmis notasyon kullanilarak konum, hiz, ve ivme denklemleri, asagidaki
sade gorlinlimleriyle yazilabilir.

P=7 47 (1.9.16)
V=0 +wx+0° (1.9.17)
Ad=a +20xXV +ax? +w X (wx?)+a (1.9.18)

(1.9.16,17,18) denklemlerini, terimlerin yerine gore F,(A) ve Fp(B) eksen takimlarindaki
matris gosterimlerini kullanarak da yazmak miimkiindiir. Bu amagla, {7, v, a} ve {r°,7°,d"}
tgliilerinin - F,(A)'daki Ustyazitsiz matris gosterimleri ile {7, ¥, d, @, a} Dbeslisinin
Fp(B)'deki iistyazitsiz matris gosterimleri, € = C(®*P)  doniisim matrisi esliginde
kullanilabilir. Bu sekilde yazilan denklemler, asagida gosterilmistir.
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e (1.9.19)
v=C +ar)+7° (1520

(1.9.21)

Cla' +2a7" + (@ + &) + @

a
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BOLUM 2
MEKANIK BiR SISTEMDE UZUVLARARASI BAGLANTILAR
VE
DENAVIT-HARTENBERG (D-H) YONTEMIi

2.1. Kat1 Uzuvlardan ve Tek Eksenli Eklemlerden Olusan Kinematik Zincirler

Sekil 2.1. Kat1 Uzuvlardan ve Tek Eksenli Eklemlerden Olusan Bir Kinematik Zincir

2.1.1. Genel Yapisal Betimleme

Sekil 2.1'de kat1 olduklar1 varsayillan uzuvlardan ve tek eksenli eklemlerden olusan bir
kinematik zincir goriilmektedir. Burada, 6zellikle tek eksenli eklemlerden olusan sistemler
g6z Oniine alinmaktadir. Ciinkii, seri manipiilatorler, istisnasiz tek eksenli eklemlerden (doner
ve/veya kayar eklemlerden) olusur ve bu eklemlerin tiimii eyletilir. Paralel manipiilatorlerin
ise, cok eksenli eklemleri olsa bile, eyletilen eklemleri yalnizca tek eksenliler arasinda yer
alir. Ote yandan, paralel manipiilatdrlerde kullanilan ¢ok eksenli eklemler, ya kiiresel ya da
iiniversel olur. Bu tip cok eksenli eklemleri ise, eger istenirse, her zaman tek eksenli
eklemlere ayristirmak miimkiindiir. Kaldr ki, manipiilatorlerin kinematik betimlenmesi
amaciyla genel olarak kullanilan D-H (Denavit-Hartenberg) yontemi de zaten tek eksenli
eklemler i¢in gelistirilmistir.

Sekil 2.1'de, L simgesi, zincirdeki k-yinci uzvu; J, simgesi, Ly_; ile L, arasindaki eklemi;
7, simgesi ise, J, ekleminin eksenini belirleyen birim vektorii gostermektedir.

Tek eksenli J, eklemi, asagidaki eklemlerden biri olabilir.
1. Silindirik Eklem (Silindirsel Eklem):
Serbestlik Derecesi: SD = 2
Bagimsiz Eklem Degiskenleri: 6, (1), etrafinda donme agisi)

sy (1, boyunca kayma mesafesi)
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2. Vidasal Eklem (Vidali Eklem, Helisel Eklem):
Serbestlik Derecesi: SD = 1
Bagimli Eklem Degiskenleri: 6y ile s
Bagimlilik Denklemi: s, = dj + 1,64
Sabit Eklem Parametreleri: A, (vidanin hatvesi ya da adimi) ve d, (baslangic mesafesi)
3. Doner Eklem (Donel Eklem, Donsel Eklem, Revoliit Eklem, Menteseli Eklem):
Serbestlik Derecesi: SD = 1 (s, = d; = sabit)
Eklem Degiskeni: 6,
Sabit Eklem Parametresi: d,, (kagiklik)
3. Kayar Eklem (Kaysal Eklem, Prizmatik Eklem, Kizakli Eklem):
Serbestlik Derecesi: SD = 1 (8, = §;, = sabit)
Eklem Degiskeni: s
Sabit Eklem Parametresi: &) (sapma agisi, agisal sapma)

2.1.2. D-H (Denavit-Hartenberg) Yontemi

l_i(k_l)

¢ l_i(k)

3

Sekil 2.2. Kinematik Bir Zincirde D-H Yéntemine Ozgii Ayrintilar
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Sekil 2.2'de, bir kinematik zincirde yer alan ve komsularina tek eksenli eklemlerle baglanmis
iic ardisik uzuv goriilmektedir. Bu uzuvlar arasindaki kinematik iliskiler, D-H yontemi
kullanilarak ifade edilebilir. D-H yontemi, burada, Boliim 1'de tanitilan genel notasyona
uyarlanarak kullanilmistir. D-H ydntemine ait kinematik betimleme ve parametreler asagida
aciklanmustir.

a) Eklem Eksenleri:

Ly_4 ile Ly uzuvlar arasindaki J,, ekleminin ekseni, ﬁgk) birim vektorii ile temsil edilir. Bu

vektoriin eksen tizerindeki yonelimi, kinematik ¢alismay1 yapan kisinin se¢imine baglidir.

b) Ardisik Eklem Eksenleri Arasindaki Ortak Dikmeler:

Ji 1le Ji4+q eklemlerinin eksenleri arasindaki "ortak dikme" (Ji-/, 41 Ortak dikmesi), ﬁgk)

birim vektori ile temsil edilir. Eger ilgili eklemlerin eksenleri kesigsmiyorsa, ﬁgk) vektori,

Ji. ekleminden Ji,, eklemine dogru yoneltilir. Eger ilgili eklemlerin eksenleri kesisiyorsa,
Tigk) vektoriiniin yonelimi, kinematik ¢alismay1 yapan kisinin se¢imine baglanir.
C) Lj uzvuna baglanan F) eksen takimi:

F eksen takimi, asagidaki temel birim vektorler tarafindan olusturulur.

g, uld, ug? = ug? xul”

Fr eksen takiminin orijini olan O noktasi, J, ekleminin ekseni ile J.-J,,; ortak
dikmesinin kesistigi nokta olarak belirlenir.

Ji ekleminin ekseni ile bir onceki J,_;-J, ortak dikmesinin kesistigi yerdeki Bj noktasi
ise, Ly_, ile Ly uzuvlar arasindaki "kayma bas1" ya da "kagiklik basi" noktasi olarak
tanimlanir.

d) Ardisik Uzuvlar Arasindaki Donme Agisi:
6, = <[@* ™V 5 7®7; 7% etrafinda (2.1.1)
Bu ag1, Lj, uzvunun Lj_; uzvuna gore, Tigk) etrafinda ne kadar dondiigiinii gosterir.

Eger J,, eklemi doner eklemse, 8, eklem degiskeni olur.

Eger, ], eklemi kayar eklemse, 8, = &, = sabit olur. Bu durumda, &, "sapma agis1" ya da
"acgisal sapma" olarak adlandirilir.

e) Ardisik Uzuvlar Arasindaki Kayma Mesafesi:
Sy = B Oy ; ﬁgk) boyunca (2.1.2)
Bu mesafe, L, uzvunun Lj_; uzvuna gore, ﬁgk) boyunca ne kadar kaydigini gosterir.

Eger J,, eklemi kayar eklemse, s, eklem degiskeni olur.
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Eger J; eklemi doner eklemse, s, = dj = sabit olur. Bu durumda, d; "kagiklik" olarak
adlandirilir.

f) Ardisik Eklem Eksenleri Arasindaki Burulma Agisi:

B = «[@? - a1; w% Y etrafinda (2.1.1)

Bu ag1, J;, ekleminin ekseninin J,_; ekleminin eksenine gore, ﬁgk_l) etrafinda ne kadar

D

dondiigiinii gosterir. Bu donmenin sanki ﬁgk_ etrafindaki bir burulmayla olustugu

diistintilerek ) acisina J; ekleminin J,_; eklemine gore "burulma agis1t" denir. Sozii
edilen eksenler paralel ya da ¢akisiksa 0° ya da 180° olan bu ag¢1 her zaman sabittir.

g) Ardisik Eklem Eksenleri Arasindaki Mesafe:
by = Oy_1By; ﬁgk_l) boyunca (2.1.2)

Bu mesafe, J,_; ve J, eklemlerinin eksenleri arasindaki uzakligi gosterir. Bu mesafe
tiimiiyle s6z konusu eksenlerin birbirine gore durusuyla ilintilidir ve Lj_; uzvunun gercek
boyunu yansitmaz. S6z konusu eksenler kesisiyorsa sifir olan bu mesafe, her zaman
sabittir.

Yukarida tanimlanan doért parametre (6, Sk, Bk, bx), D-H parametreleri olarak adlandirilir.
Eyletilen eklemlerde, bu dort parametreden yalnizca biri (6), ya da si) degisken olup diger
ticii sabittir.

2.2. Kinematik Zincir Denklemleri

2.2.1. Ardisik Uzuvlar Arasindaki Durus (Konum ve Yonelim) Denklemleri

Kinematik zincirdeki Lj uzvunun kendisinden bir 6nceki L, _; uzvuna gore durusu (konumu
ve yonelimi), D-H parametreleri kullanilarak asagida oldugu gibi ifade edilebilir.

a) Lj uzvunun Lj_4 uzvuna gore yonelim denklemi:

Bu denklem, asagida gosterilen bi¢cimlerde yazilabilir.

Ak — s _(k—1/k— s, —(k/k A ,— -
CO=10 = R MV BAR@H®, 0,) = Ry, Bi)R(its, ;) =

Ck=1k) — oW1Brplzbk (2.2.1)
A 1 0 0 ch —S@k 0
Ck=1) =10 cfy —Sﬁk] [SBk cO; 0] =
[0 S,Bk Cﬁk 0 0 1
[ CHk —SHk 0
CH) = |cfisO  cPichy —Sﬁk] (22.2)
LSBsO  sPrcby By
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Yukaridaki ifadelerde, sin6 ve cos @ yerine s ve cf kisaltmalari kullanilmistir. Bu tip
kisaltmalar, gerek duyuldugunda, bundan sonra da kullanilacaktir.

b) L, uzvunun Lj_; uzvuna gore konum denklemi:

Bu denklem, Lj uzvunun O notasmin Lj_; uzvunun O_; noktasina gore konumunu ifade
etmek tizere sOyle yazilir.

- _ 2 - -
Tk—1,k = T0p_10x = TOk_1By + TBrop =
(k-1 -
Tem1 = u1 )b + ug )s (2.2.3)

(2.2.3) vektor denklemi yerine, Fj_; eksen takiminda ifade edilen asagidaki matris
denklemleri yazilabilir.

FUe=1) _ _(k 1/k— 1)b T _(k/k 1)

o A(k-1,k)
ik = Sk = Uybg_q + CE OG5, =

700 = Wby + eTPre®Oiyys, =
Taiik = Taby + eMPrilys, (2.2.4)

(2.2.4) denklemi, daha ayrintili olarak asagidaki bigimlerde de yazilabilir.

_(k—1)

Ter = Urbg + (UscBy — UzSPr)Sk =
—(k — —
rk( 1}3 = Uy by — UpSkSPy + UsSkCPr (2.2.5)
by
Y = [—sksﬁk] (2.2.6)
SkCBr

) Ly uzvunun Lj_4 uzvuna gére homojen durus denklemi:

Bu denklem, asagida gosterilen bicimlerde yazilabilir.

k-1,k —(k 1) k-1,k —(k 1)
H(k_l’k) H(()I]({ 1Ok,3 _ [C( ) Ok Okl _ lC( 1,k) 1kl -
1

A1k — [eﬁlﬁk9ﬁ39k (Uy by — UpSkSBr + ﬁsskCﬁk)] N

0 1
C9k —SHk 0 bk
oy 0, cPBrcl, —sfr —skSB
Gl-1k) — PrsOk k€Y k kSPk (2.2.7)
SPrsOk  sBrkcbr B skcPr
0 0 0 1

2.2.2. Zincirdeki Bir Uzvun Zincirin Referans Uzvuna Géore Durus Denklemleri

a) L,, uzvunun L, uzvuna gére homojen durus denklemi:
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Kinematik zincirdeki bir L,, uzvunun zincirin "referans uzvu" olarak se¢ilen L, uzvuna goére
durusu, kisaca ve derlesik olarak asagidaki "homojen durus denklemi" ile ifade edilebilir.

gom — gonga)[ges) ... gim-1m (2.2.8)

Eger kinematik ¢aligmada sayisal yontemler kullanilacaksa, (2.2.8) denklemi, gerekli sayisal
islemler icin son derece elverislidir. Ciinkii, L,, uzvunun L, uzvuna gore durusu, yalnizca m
adet matrisin carpimiyla elde edilebilmektedir. Her ne kadar matrisler 4 x 4 boyutlu olsalar
bile, birbirleriyle carpimlar1 uygun bir bilgisayarla hizlica yapilabilmektedir.

Ote yandan, eger kinematik ¢alismada analitik yontemler kullanilacaksa, (2.2.8) denklemi,
analitik yontemlerin gerektirdigi simgesel islemler icin pek elverisli degildir. Ciinkii, bu
denklem iizerinde herhangi bir simgesel islem yapabilmek i¢in H©™ matrisinin tiim
elemanlari, elle (ya da uygun bir simgesel islem yazilimi kullanilarak) yapilacak matris
carpimlariyla ayri ayri1 olusturulmalidir. Daha sonra da, istenen simgesel islem, (0,0,0,1)
bicimindeki degismez dordiincii yataysira disindaki 12 eleman {izerinde ayr1 ayri
yapilmahdir. Taktir edilebilecegi lizere, bu yaklasimin bilgisayarla otomatize edilse bile
uygulanmasi pek kolay degildir.

Yukarida bahsedilen zorluk, yonelim ve konum denklemleri ayr1 ayr1 yazilarak asilabilir.
Ciinkii, Kisim 1.4.3'teki formiiller sayesinde, ilgili matrisler iizerinde yapilmasi gereken
simgesel islemler, matrisleri eleman ayrintisiyla yazmadan derlesik olarak yapilabilir. Ayri
ayr1 yazilan yonelim ve konum denklemleri, asagida gosterilmistir.

b) L,, uzvunun L, uzvuna gore yonelim denklemi:
Bu denklem, L,,, uzvunun L, uzvuna gore yonelimini ifade etmek tizere sdyle yazilir.

com) — FODAM2)ER3) ... f(m=-1m) (2.2.9)
(2.2.1) denklemi kullanilinca, (2.2.9) denklemi su sekli alir.

com) — (eﬁ1ﬁ1 eﬁ391) (eﬁ1ﬁz eﬁ392) (eﬁ1,33 eﬁ393) . (eﬁ1ﬁmeﬁ3 9m) (2.2.10)
(2.2.10) denklemi, asagidaki tanimlar yapilarak 6nemli 6l¢iide sadelestirilebilir.
Tamim 1: ], ekleminin F, eksen takimina gore "toplam burulma agis1" (yy).

Bu agi, tiim agisal eklem degiskenleri sifir iken, Tigk) vektori ile l_igo) vektorii arasindaki agiyi

gosterir ve s0yle tanimlanir.

Yk = Vi-1 T Bk
Yo=0 (2.2.11)
k=12,..,m

Tanmm 2: ], eklemine ait 1, birim vektoriiniin F, eksen takimindaki matris gosterimi (7).

Bu birim vektoriin, tiim agisal eklem degiskenleri sifir iken, F, eksen takimindaki matris

gosterimi, yani 1y, = ﬁ,((o), sOyle ifade edilir.
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i, = eWVkig, (2.2.12)
(2.2.12) denkleminden asagidaki denklemler elde edilebilir.

fiy, = eMYkije WYk (2.2.13)

Ok = pl1V1pWsbkp—T1y1 —

eWV1¥s0k = oMbk UiV (2.2.14)
(2.2.14) denklemi sayesinde (2.2.10) denklemi asagidaki sadelesmis bigime doniistiiriilebilir.

COM = oM101pM2020M303 ... ofimbm oUa¥m (2.2.15)
) L,, uzvunun L, uzvuna gore konum denklemi:

Bu denklem, L,, uzvunun O,, noktasinin L, uzvunun O, noktasina gore konumunu ifade
etmek tizere soyle yazilir.

Tom = To1 F T2+ Taz+ -+ Toim (2.2.16)
(2.2.16) denkleminin F, eksen takimindaki matris ifadesi soyledir.

Tom = Tog. + 7o +7pg 4+ 7 (22.17)

m-1m

(2.2.4) denkleminden yararlanabilmek i¢in (2.2.17) denklemi sdyle yazilabilir.

70 = 7D + COVFD + CODFED ..y cOM-DFM (2.2.18)

m-1m

(2.2.4) ve (2.2.15) denklemleri yerlerine konunca, (2.2.18) denklemi su sekli alir.

7 = (yby + e™Priys,)
+eM™b1etVi(iy, b, + e™h2iiys,)
+eM101pM202pU1Y2 (it b3 + eﬁ153ﬁ353) + .
+eMb1pM202 ... pim-10m-10WaVm-1(7, b, + e¥1hmi,s, ) (2.2.19)

Daha once yapilan tanimlar kullanilarak (2.2.19) denklemi, asagida goriilen bigime kadar
sadelestirilebilir.

7:0(,?1)1 = (W by + 71y51) + €™ (U b, + 7ys,)
+eﬁ1916ﬁ292 (a1b3 + ﬁ353) + oo

+eMb1pM202 ... oTim—-10m-1 (1 by + M Sir) (2.2.20)
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2.3. Ozel Durumlar

2.3.1. Kesisen Eklem Eksenleri

—(k) —(k)
u3 u3
ﬁgk 1) ﬁgk_l)
| B // I Br //
k. | Pk
g g
L (1) :(\-/
| . ul | '/
L/ -/
-y \ |,
Ok—l N Ok—l - .\k
/1 '~ /! '~

Jk—1 ,/. I]k \ﬁ(k—l) ]k—l_./. I]k

1

Sekil 2.3. Kesisen Eklem Eksenleri

Eger, Sekil 2.3'te goriildiigi gibi, J,_q ile J, eklemlerinin eksenleri kesisiyorsa, By = Op_4
ve b, = 0 olur. Bu durumda, ortak dikme tizerindeki ﬁgk_l) birim vektoriiniin yonelimi, iki

secenekli bir belirsizlik kazanir ve dolayisiyla istege gore segilebilir. Ancak, yapilan secime
gore, burulma agisinin degeri farkli bir cebirsel isarete sahip olur.

Ornegin, ﬁgk_l) vektort, Sekil 2.3'in sol tarafinda oldugu gibi yoneltildiginde burulma agisi
Br oluyorsa, ﬁik_l) vektorii, Sekil 2.3Win sag tarafinda oldugu gibi tersine dogru

yoneltildiginde burulma agis1 8, = —f), olur.
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2.3.2. Paralel Eklem Eksenleri

. —(k+1 —(k =(k+1)
e 7e+D e 7

—>(k+1)
! ! CE ! i
| ! / | ! /
I bir1  Opyq! E O+1 | :{/ \9k+1
0k F\\_ .......... : _— 1 I 0k+1 e
i ~</ 0y Bi+1l dgy1 =0 I |
i 20 el | 0y | | Skeen # 0
~ k b I \k dy =0 bk+1 I
~\l. .................. —
Bki \.\ | Bkl ~ - /ek Bk+1| _>(k)
. 1
I _
ke | —(k-1)
a ui Y | Je+1 Jel 1 | Je+1

Sekil 2.4. Paralel Eklem Eksenleri

Eger, Sekil 2.4'te gorildigi gibi, J ile J,,4 eklemlerinin eksenleri paralelse, Br.; = 0 olur.
Bu durumda, iki eklem arasinda sonsuz sayida ortak dikme ortaya g¢ikar ve dolayisiyla
bunlardan biri istege gore segilebilir. Bununla birlikte, sistemin kinematik betimlemesini
basitlestirmek i¢in, sonsuz sayidaki secenekten yalnizca 6zel olan ikisi tercih edilir. Sekil
2.4'in sol tarafinda gosterilen birinci 6zel secenege gore, ortak dikme, By,; = Ok4q Ya da
dr+1 = 0 olacak bicimde segilir. Sekil 2.4'lin sag tarafinda gosterilen ikinci 6zel secenege
gore ise, ortak dikme, B, = Oy, ya da d; = 0 olacak bigimde segilir.

Eger J ile Ji4+1 eklemlerinden her ikisi de doner eklemse, yani birinci 6zel segenege gore
Sk = dj = sabit ve ikinci 0zel secenege gore s,,; = dy,q1 = sabit ise, bu iki secenekten
herhangi biri istege gore secilebilir.

Eger Ji. ve Ji4+1 eklemleri, sirasiyla kayar ve doner eklemlerse, birinci 6zel segenek zorunlu
hale gelir, ¢iinkii s, genelde sifir olmayan eklem degiskenidir. Buna karsilik, dj,, sabit
oldugundan sifir olarak alinabilir.

Eger J, ve Ji4+1 eklemleri, sirastyla doner ve kayar eklemlerse, bu kez de ikinci 6zel segenek
zorunlu hale gelir, ¢linkii s, genelde sifir olmayan eklem degiskenidir. Buna karsilik, d
sabit oldugundan sifir olarak alinabilir.

Oteyandan, gegerli bir manipiilator tasariminda, J, ile J,., eklemlerinin her ikisi birden
kayar eklem olamaz. Bunun nedeni, ardisik ve paralel olan iki kayar eklemin sisteme birlikte
verebilecegi hareketin bu eklemlerden yalnizca biri tarafindan da verilebilir olmasidir.
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2.3.3. Cakisik Eklem Eksenleri

'l_,l.)gk), ﬁ§k+1) ﬁgk), ﬁgk-l- 1)
=(k-1) —(k-1)
u3 / 3 /
! I
/ I(\kl,l ﬁ§k+1) / !(\k/l ﬁ§k+1)
7 0, Ops1 - e [ Okap Ym — s
Ox_1 / i T~ O Ok—1 / P
/T~ Sk / /\ ~ Sk+1 )
~ |« ~. |+ —(k)
/ ~ / —>(k) / bk ~N. / u1
by ~F u N —— -
J By~ ! Jie-1 B, O~ < /
k-1 kl \.\ — ) I ek
i i
]k I ]k+1 ﬁ(k—l) ]k | ]k+1 ﬁgk_l)

1

Sekil 2.5. Cakisik Eklem Eksenleri

Sekil 2.5'te, [ ile Ji4+q eklemlerinin eksenlerinin g¢akisik oldugu bir eklem diizenlemesi
goriilmektedir. Boyle bir eklem diizenlemesi, ancak, eklemlerden biri doner eklem, digeri ise
kayar eklem olursa gegerli bir manipiilator tasariminda yer alabilir. Aksi halde, eklemlerden
her ikisi de doner ya da kayar eklem olursa, bu eklemlerden biri artiksil hale gelir ve iptal
edilse bile, manipiilatoriin hareket yetenegi degismez. Cakisik eklem diizenlemesinde,
bi+1 = 0 ve By4+1 = 0 olur. Bu diizenleme, kayar-doner ya da doner-kayar olmak tizere iki
bicimde gerceklestirilebilir.

Sekil 2.5'in sol tarafinda, kayar-doner diizenlemesi goriilmektedir. Eklem degiskenleri, sy
kayma mesafesi ile 8., donme agisidir. Bu diizenlemede, genelligi bozmaksizin, 6, = §;, =
0 ve sg41 = di4q = 0 olarak alinmustir.

Sekil 2.5'in sag tarafinda, doner-kayar diizenlemesi goriilmektedir. Eklem degiskenleri, 6,
donme acis1 ile sp,; kayma mesafesidir. Bu diizenlemede, yine genelligi bozmaksizin,
Sk =di = 0Ve Oryq = Okyq1 = 0 olarak alinmistir.
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2.3.4. D-H Yénteminin Acitk Bir Zincirin Referans Uzvuna Uygulanmast

et
1

aV

¥ \

Ly

: B | _/'/'
W‘/\ 61

Sekil 2.6. Agik Bir Kinematik Zincirin Referans Uzvu ve Ik Uzvu

Sekil 2.6'da, bir kinematik zincirin referans uzvu (Ly) ve ilk uzvu (L;) gorilmektedir. Eger
referans uzvu sabitse, "zemin uzvu" ya da kisaca "zemin" olarak da adlandirilabilir. Ozel
olarak, seri manipiilatorlerde oldugu gibi, eger kinematik zincir agiksa, L, lizerinde bir J,

eklemi bulunmaz. Bu nedenle, l_igo) ile temsil edilen eksen, tiimiiyle istege gore secilebilir. Bu

eksen secildikten sonra, O, ve B; noktalari, ﬁgo) ile temsil edilen ortak dikme, ve dort D-H
parametresi (64, s1, 1, b1), Kisim 2.1.2'de agiklandigi gibi belirlenir.

Daha 6zel fakat oldukga sik kullanilan bir durum olarak, ﬁgo) ekseni, J; ekleminin ekseniyle

cakistirilabilir. Bu 6zel durumda, ﬁio) vektorii istege gore yoneltilebilir ve asagidaki esitlikler
ortaya cikar.

By =0¢; by=0, ;=0

Ayrica, daha da 6zel bir durum olarak, eger J; eklemi doner eklemse, Sekil 2.7'de gosterildigi
ve agagidaki esitliklerle ifade edildigi gibi, kinematik betimleme daha da basitlestirilebilir.

Sl=d1=0; 01:00
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—(0) —=(1 =
ug ),ug) u§2)

Sekil 2.7. Referans Uzvuyla Ilk Uzuv Arasinda Déner Eklem Olan Ozel Durum

2.3.5. D-H Yénteminin A¢ik Bir Zincirin Son Uzvuna Uygulanmasi

]m—l I
Sekil 2.8. Agik Bir Kinematik Zincirin Son Iki Uzvu

Sekil 2.8'de, acik bir kinematik zincirin son iki uzvu (L,,_1 Ve L,,) goriilmektedir. Belli olan
Jm-1 Ve J,, eklemleri sayesinde, ﬁﬁm_” birim vektorii, B,, noktasi, ve b,, ile B,
parametreleri belirlenir. Ancak, son uzuvda J,,,, gibi bir bagka eklem bulunmadig igin, O,,
noktasi, F,, eksen takiminin orijini olarak J, ekleminin ekseni iizerinde istege gore
secilebilir.

Eger agik kinematik zincir bir seri manipiilator ise, son uzuv (L,,) genellikle "el™ olarak
adlandirilir.
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Genel olarak, L,, bir islem aygiti barindirir ya da kendisi bir islem aygitidir. Boyle bir
durumda, O,, noktasi, gelencksel olarak islem aygitinin u¢ noktasi olarak secilir. [,

ekleminin eksenine dik olan Z{™ birim vektorii ise, J,, ekleminin tipine bagh olarak sdyle
belirlenir.

Neredeyse hi¢ rastlanilmayan bir durum olarak, eger J,, eklemi kayar eklemse, genelligi
bozmaksizin 6,, = &, = 0 yani Tiim)// Tigm_l) olarak almabilir. Bu durumda, B,,,0,, = S,

eklem degiskeni olur.

Hemen hemen her zaman rastanilan bir durum olarak, eger J, eklemi doner eklemse,

BpOp, = dy, sabit bir kagiklik, 8,, = [@™ ™ - 7] ise eklem degiskeni olur.

Son eklemin doner eklem oldugu ve oldukga sik rastlanilan bir son uzuv diizenlemesi, Sekil
2.9'da gosterilmistir. Son uzuv, "tutucu" biciminde bir islem aygiti tasimaktadir. O, noktas,
manipiilatoriin "ug¢ noktas1" olan P noktas: ile gakistirilmistir. Bir 6nceki orijin (0,,_4) i€,
manipiilatoriin "bilek noktasi" olarak adlandirilan R noktasi ile ¢akisik durumdadir. Bu
diizenlemede, son uzva ait birim vektorler, asagida belirtildigi gibi, 6zel simgelerle gosterilir
ve Ozel isimlerle adlandirilir.

Sekil 2.9. Islem Aygit1 Tutucu Olan Bir Son Uzuv Diizenlemesi
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BOLUM 3
SERiI MANIPULATORLERIN KONUM ANALIZI

3.1. Uzuvlari Konum ve Yénelimleri i¢in ileri Kinematik Esitlikleri

Buradaki incelemenin konusu, hareketli uzuv sayis1t m olan seri manipilatorlerdir. Bir seri
manipiilatdriin "islem aygit1", sonuncu uzuv olan L,, ile biitiinlesiktir. Ileri kinematik
esitlikleriyle, géz Oniline alinan manipiilatoriin uzuvlarinin, 6zellikle de islem aygitinin,
zemine bagli ve orijini O = 0, olan F, eksen takimina gére konum ve yonelimleri, eklem
degiskenleri cinsinden ifade edilir. Bir seri manipiilator agik bir kinematik zincir teskil ettigi
icin, Boliim 2'de olusturulan kinematik zincir denklemleri, bu boliimde dogrudan dogruya
kullanilabilir.

3.1.1. Uzuviarin Zemine Gére Konum ve Yonelimleri
a) Uzuvlarin zemine (¥, eksen takimina) gére homojen durus matrisleri:

ﬁ(O,k) — ﬁ(O,k—l)ﬁ(k—l,k)

g0 —f (3.1.1)
k=123, ...m
Boliim 2'den hatirlanacagi tizere,
Cek —Sek 0 bk
(k- 0, cPrcby, —sPr —sksP
GUe=1k) — CBrsOx kCUk k kSPk (3.1.2)
SPksOk  SPkcOx  cBx  SkCPi
0 0 0 1

En ¢ok kullanilan matris olmasi nedeniyle, islem aygitinin (son uzvun) homojen durus
matrisi, {istyazitsiz ve altyazitsiz olarak kisaca H simgesiyle gosterilebilir. Yani,

fl = gom (3.13)
b) Uzuvlarin zemine (F, eksen takimina) gére yonelim matrisleri:

é(O,k) — é(O,k—l)é(k—l,k)
COO =7 (3.1.4)
k=1,23,..,m

Boliim 2'den hatirlanacagi tizere,

CUe=1k) — oW Pk pTs0k (3.1.5)

En cok kullanilan matris olmasi nedeniyle, islem aygitinin (son uzvun) yonelim matrisi de,
listyazitsiz ve altyazitsiz olarak kisaca C simgesiyle gosterilebilir. Yani,

¢ =c¢com (3.1.6)
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¢) Uzuvlarin zemine (F, eksen takimina) gére konum vektorleri:

Boliim 2'den hatirlanacagi {izere, L, uzvuna ait O orijin noktasinin zeminin orijini olan
0 = 0, noktasma gore konumunu ifade etmek lizere asagidaki vektorel denklem takimi
yazilabilir.

?o,k = 770,1«—1 + Fk—l,k
oo =0 (3.1.7)
k=123, ..,m

(3.1.7) denkleminin zemine bagli F, eksen takimindaki matris ifadesi sdyle yazilabilir.

—(0) _ ~(0) A(0,k—1)=(k—1)
Tok =Tok-1 1 ce 1)rk—1,k
70 _ (3.1.8)

k=123 ..,m

Ifade kolaylign amaciyla, 7’0(‘(,)() i¢in 7y ) simgesi ve fk(l_czi) icin de Bolim 2'deki (2.2.4)
denklemi kullanilarak (3.1.8) denklemi soyle de yazilabilir.

Tox = Tok—1 T é(o’k_l)(bkﬂl + Skeﬁlﬁkﬁ3)
Too = 0 (3.1.9)
k=1,2,3,..,m

Islem aygitinin (son uzvun) zemine gore konumunu ifade etmek iizere, genellikle, ug noktast

(P = 0y, kullanilir. Bununla birlikte, ifade kolaylig1 sagladigi igin, yerine gore, bilek noktasi
(R = 0,,_) da kullanilabilir.

Bilek ve u¢ noktalarinin zemine gore (R ve P noktalarimin O noktasina gore) konumlari,
asagidaki vektor denklemleriyle ifade edilebilir.

7 = Fop = Fymes (3.1.10)
P =Top = Tom = Tom-1 + Tm-1m =

F=f+7 (3.1.11)
Z="Tpp = Tp1m (3.1.12)

F=FO =70 =fym (3.1.13)
p=pQ=p+z (3.1.14)
z=2z0 = COmV(p i, +s,,e"Pniy) (3.1.15)

Tipik bir manipiilatoriin tutucu bigimindeki islem aygiti, Sekil 3.1'de gosterilmistir. Boyle bir
manipiilatérde b, = 0 ve s, = d,,, = sabit oldugu i¢in, (3.1.14) ve (3.1.15) denklemleri,
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e%sOmiyi, = i, esitligi ile (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerinden yararlanilarak soyle de

yazilabilir.
= d é (om— 1)(eulﬁmu3) = d C(Om 1)(eulﬁmeu39mu ) —
z=d,,CO™iu; =d,,Cl, (3.1.16)
p =7+ dpCil (3.1.17)
]m—l
m = P
R =0p i —— g™
N
"l dyy = 0 !
R
=(m)
~(m-1) ' u
l—igm—l) l ul ! 1
Sekil 3.1. Tipik Seri Bir Manipiilatoriin Islem Aygiti
3.1.2. Ornek Manipiilator
—»(0) 70 7@ _,(3) —(4) =(6)
yUz ", U3 3 :u3 ~(2) 3
Uy
S (4) B\ 7 (®
QUL 7 06

| 5= 5(3) =)
u3 ) 3 _(5) ©

U, (
- R /<‘ \ V
—>(5)
—>(4) _>(3) &

3
s, = 0A —(2)
2 . \ -

=(1) _

po FEEEEE

I —

Sekil 3.2. Eklem Diizeni RP?R3 Olan Bir Seri Manipiilator
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Sekil 3.2'de, RP?R3® eklem diizenine sahip bir seri manipiilator goriilmektedir. Bu

manipiilatore ait D-H parametreleri ve uzuvlara ait orijin noktalari, Cizelge 3.1'de

gosterilmistir.
Cizelge 3.1. Ornek Manipiilatore Ait D-H Cizelgesi

Ozellikler k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
Bk B1=0 B2=0 Bz =m/2 =0 Bs = —m/2 6 =1/2
by b =0 b, =0 b, = AB by =0 bs =0 be =0

6, yada o, 0, 5,=m/2 | 6;=-m/2 0, 0, 0,

s, ya da dy d, =0 s, = OA s = BQ d,=0 —ds =—QR | dg=RP
0, 0,=0,=0 0,=B 0;=0Q 0,=0 0s = R O =P

a) Uzuvlarin zemine gore yonelimi:

Cizelge 3.1'deki kinematik Ozellikler ve Bolim 1'deki "donme matrisi formiilleri"
kullanilinca, (3.1.5) ve (3.1.4) denklemlerinden uzuvlara ait yonelim matrisleri, asagida
gorildiigi gibi elde edilir.

COD = gls61 (3.1.18)
6(0,2) — C’"(O,l)C"(l,Z) — (eﬁ391)(eﬁ3n'/2) —

C(02) = oUsb1pUsm/2 (3.1.19)
(03) = CODERI) = (olabslan/2)(pTan/2o-Tam/2)

CO03) = M plam/2 (3.1.20)
COA) = COEBA = (olabiplan/2)(plabs) —

COD = M1 0 pT2m/2 (3.1.21)
CA(O,S) — 6(0,4)6(4’,5) — (eﬁ3618ﬁ164eﬁ2ﬂ/2)(e—ﬁlﬂ'/zeﬁges) =

CA(O,S) — eﬁ361eﬁ164eﬁ2ﬂ/zeﬁ265e—ﬁ1ﬂ/2 =

6‘(0,5) — eﬁ3916ﬁ194eﬁ295eﬁzﬂ/ze—ﬁlﬂ'/z (3.1.22)
6‘(0,6) — 6(0,5)6(5,6) — (eﬁ39leﬂ194eﬁ295eﬁzn/Ze—ﬁln/Z)(eﬁln/28ﬁ396) =

C06) — (05 AG6) — pllz01p1104 o205 o Tam/2 U306 —

C08) = ( = ollsb1pU104 U205 U106 pUpm/2 (3.1.23)

Eger istenirse, (3.1.22) ve (3.1.23) denklemleri, daha kisa olarak sdyle de diizenlenebilir.

CA‘(O,S) — eﬁ391eﬁ194eﬁ29ée_ﬁ1n/2 (3124)
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C06) = ¢ = glsb1pT104oW205 o306 (3.1.25)
Yukaridaki denklemlerde yer alan €<, "modifiye eklem agis1" adiyla sdyle tanimlanmustir.

Oc = 05 +1/2 (3.1.26)
b) Bilek ve ug noktalarinin zemine gore konumlari:

Sekil 3.2'yve gore, bilek ve u¢ noktalarmin zemine gore konum vektdrleri soyle ifade
edilebilir.

=
Il

- - - - -
Tor = Toa + YaB + T‘BQ + T‘QR =

7 = 5,00 + by + 530 — dgil (3.1.27)

p=7+deul (3.1.28)

(3.1.27) ve (3.1.28) denklemlerine F, eksen takiminda karsilik gelen matris denklemleri
sOyle yazilabilir.

52+ g 4 5,70 _ g g
r= 52713 + b3é(0’2)ﬂ1 + 536(0’3)173 - dsé(o’s)ﬁ3 (3129)

Daha once elde edilen yonelim matrisleri yerlerine konduktan sonra, (3.1.29) denklemi
izerinde agagidaki sadelestirme islemleri yapilabilir.

7 = syllz + bye™01e™™/2, + 5,eWs010W/27,
_dseﬁ391eﬁ194eﬁzege—a1n/2a3 —

7 = syil3 + bye™017, + s;e%01; — d5eﬁ391eﬁ194eﬁ29éﬁ2 =

7 = syil3 + b3e™%1%, + s;e%0%19; — dge¥s01e%0q, (3.1.30)
(3.1.30) denklemi, e®s%17i; = ii; esitliginden yararlanilarak soyle de yazilabilir.

7 = e®91 (5,15 + bsily + s3i1; — dse™19441,) (3.1.31)
Parantez i¢indeki islemler yapildiktan sonra, (3.1.31) denklemi su sekli alir.

7 = e®% [, 55 + Ui, (b — dsch,) + TUz(s, — dssb,)] (3.1.32)

Ug noktasmin konumunu F, eksen takiminda ifade etmek iizere, (3.1.28) denklemi soyle
yazilir.

p=r+ d6ﬁ§6/°) =7+ d6é(0,6)ﬁ§6/6) —
p=7+deCi, (3.1.33)
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(3.1.23) denklemiyle ifade edilen ¢ matrisi yerine konup gerekli sadelestirmeler yapilinca,
asagidaki denklem elde edilir.

D=7+ dge®01e%101pU205 o106 o Uam/27;
p =7+ dge®f1etl1etl5ebey —

p =7+ dges01et0spW0sqy, (3.1.34)
3.2. Eklem Degiskenlerini Belirlemek i¢cin Ters Kinematik Céziim

Ters kinematik ¢Ozlimiin amaci, islem aygitinin zemine gore (F, eksen takimina gore)
belirtilen konumunu ve yonelimini saglayacak eklem degiskenlerinin belirlenmesidir. Bu
kisimda, ters kinematik ¢oziimiin elde edilisi, Kistm 3.1.2'deki 6rnek manipiilator
kullanilarak gosterilecektir.

3.2.1. Islem Aygitinin Konumunun Belirtilmesi

Islem aygitinin zemine gore konumu, genellikle, u¢ noktasmin koordinatlari (pq,p,, P3)
verilerek belirtilir. Boylece, p dikeysira matrisi, asagidaki gibi belirtilmis olur.

P = Uyp;y + Uypp + Uszps (3.2.1)
3.2.2. Islem Aygitinin Yoneliminin Belirtilmesi
Islem aygitinin zemine gore yonelimi, genellikle, istege gore segilen uygun bir i-j-k

siralamasmna gore tanimlanan Euler acilari (¢, ¢,, ¢3) verilerek belirtilir. Boylece, €
yonelim matrisi, asagidaki gibi belirtilmis olur.

C = eTi%1e¥P2ptk®s (3.2.2)
Robotik uygulamalarinda, genel olarak, 1-2-3 ve 3-2-3 siralamalarindan biri tercih edilir.
3.2.3. Bilek Noktasinin Konumunun Belirlenmesi

(3.1.32) ve (3.1.34) denklemlerinden goriildiigii gibi, bilek noktasina ait konum ifadesi, ug
noktasina ait konum ifadesine gére oldukga basittir. Dolayisiyla, hem p hem de C matrisleri
belirtilmislerse, ters kinematik ¢oziime, p ve C cifti yerine ¥ ve C cifti ile baslamak daha
uygun olur. Bu amagla, belirtilmis olan p ve C cifti kullanilarak bilek noktasinin konumu,
(3.1.33) denkleminden soyle belirlenir.

F=p—dCis (3.2.3)
3.2.4. Eklem Degiskenlerinin Belirlenmesi

Yukarida bahsedildigi gibi, eklem degiskenlerini bilinen # ve ¢ matrislerine baglh olarak
belirlemek lizere coziilecek denklemler, ornek manipiilatdr i¢in asagida birarada tekrar
yazilmistir.
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e™O1[il; 55 + U, (by — dscy) + Uz(s; — dss6,)] =7 (3.2.4)

A~

eﬁ361eﬁ194eﬁ2953ﬁ166eﬁ2”/2 = C (325)

(3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerinde alt1 adet bilinmeyen eklem degiskeni (64, S5, 53,0y, 05, 8¢)
bulunmaktadir. Ayni1 denklemlerin barindirdigi "bagimsiz skalar denklem" sayist da altidir.

Burada belirtmek gerekir ki, her ne kadar (3.2.5) denklemi, dokuz adet skalar denklemden
olusuyor olsa da, bu denklemlerden yalnizca ii¢li bagimsizdir. Cilinkii, Bolim 1'de de
belirtildigi gibi, ¢ matrisi ortonormal oldugu i¢in elemanlar1 arasinda alt1 adet ortonormalite
iliskisi vardir. Yani, ¢ matrisinin dikey siralari, birbirine dik olan ii¢ adet birim vektorii
temsil eder.

Yeniden (3.2.4) ve (3.2.5) denklemlerine doniilecek olursa, ilkesel olarak, bu denklemler hep
birlikte alt1 degisken i¢in c¢oziilebilirler. Ancak, bdyle bir ¢oziim analitik olarak elde
edilemez. Eger ¢Oziimiin analitik ya da hi¢ degilse yar1 analitik olarak elde edilmesi
isteniyorsa, s6z konusu denklemlerin ayr1 ayri {iglii bilinmeyen gruplari i¢in ¢oziilmesi
gerekir. Bu boliim, analitik ve yar1 analitik ¢6ziim yontemlerine tahsis edildigi i¢in, s6z
konusu denklemlerin ¢6zlimii ayr1 ayr1 ele alinacaktir.

Eger C matrisine ait denklem, 6rnek manipiilatdrde oldugu gibi, iigten fazla bilinmeyen
iceriyorsa, ters kinematik ¢Oziime zorunlu olarak 7 dikeysira matrisine ait denklemden
baglanir.

Ne var ki, 6rnek manipiilator i¢in, 7 dikeysira matrisine ait olan (3.2.4) denklemi, goriildiigi
gibi, li¢ skalar denklemden olusmakta fakat dort bilinmeyen (6, S,,S3,8,) icermektedir.
Dolayisiyla, 6rnek manipiilator icin, Sekil 3.2'de gosterilen bigimiyle, analitik ¢6ziim elde
edilemez. Bununla birlikte, yar1 analitik bir ¢6ziim elde edilebilir. Boyle bir ¢6ziim, ileride,
Kisim 3.2.6'da gosterilecektir.

3.2.5. Eklem Degiskenlerinin Analitik Olarak Belirlenmesi

Eger analitik ¢6zlim isteniyorsa, 6rnek manipiilatoriin yapisinda, ds = 0 olacak bigimde ufak
bir degisiklik yapilmasi gerekir. Bu bigimde degistirilmis "modifiye 6rnek manipiilator",
iistten gortinimiiyle Sekil 3.3'te gosterilmistir.
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Sekil 3.3. Modifiye Ornek Manipiilator

Modifiye 6rnek manipiilatoriin ters kinematik ¢ozlimiine baslamak iizere, (3.2.4) denklemi,
ds = 0 basitlestirmesiyle ve sol tarafindaki 6n carpan sag tarafina alinarak asagidaki gibi
yazilabilir. Boylece, analitik ¢oziimii kolaylastirmak amaciyla bilinmeyenler denklemin iki
tarafina yayilmis olur.

7.7«153 + ﬁ2b3 + ﬂ352 = e_ﬁ391F (326)

(3.2.6) denkleminin iki tarafi, sirayla, @, u5, ve u5 ile onden carpilirsa, asagidaki skalar
denklemler elde edilir.

S3 = aie_ﬁ3617: = (1_15691 + ﬁgs@l)f = T‘1691 + T2591 (327)
b3 = ﬁge_a391f = (ﬂgc@l - ﬂfs@l)f = T2C91 - T‘1$91 (328)
s, = ube W07 = gl =1y (3.2.9)

(3.2.9) denklemi, s, eklem degiskenini zaten s, = 13 olarak vermis durumdadir.

(3.2.8) denklemi ise, yalnizca 8; eklem degiskenini icermektedir. Bu denklem, 6, icin gesitli
yontemlerle ¢oziilebilir. Bu yontemlerden birinde, ilk asamada, c6, ile s@;, ayr1 ayr1 asagida
oldugu gibi, g; simgesi ile temsil edilen bir "isaret belirsizligi" esliginde elde edilirler.

bsry+oiry ,r12+r22—b§ X1 (3 5 10)

cl, = =
1 rZ+r? rZ+r?
—b31ri+0417 ’r12+r22—b§
— _ )N
s6; = " = 3.2 (3.2.11)
{+73 {+73
o, =+1 (3.2.13)

Ikinci asamada ise, (3.2.10) ve (3.2.11) denklemleri, 8, agisin1 sdyle verir.
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6, = atan,(sf,,c0,) = atan,(y,,x;) (3.2.14)

6, acis1 bulunduktan sonra, s; degiskeni de, (3.2.7) denkleminden asagida gosterilen bi¢imde
elde edilir.

S3 =110, + 1,50, = 014/ + 17 — b2 (3.2.15)

Analitik ¢oziimiin avantajlar olarak, yukaridaki ¢oziim ifadeleri, asagida belirtilen iki husus
hakkinda da dogrudan bilgi vermektedir.

(i) Calisma hacmi sinirlamalari:
0<s;<5,<5, > 5,135, (3.2.17)
0<s;<s3<s; = (s3)2+bZ<1i+71f<(s5)*+b? (3.2.18)
(i) Isaret belirlemesi:
0<s3<s3<s; = 0y =+1 (3.2.19)

Ik ii¢ eklem degiskeni belirlendikten sonra, geri kalan ii¢ eklem degiskenini belirlemek
iizere, (3.2.5) denklemi sdyle yazilabilir.
e101pW2050M06 = P (3.2.20)

D = e %01 %m/2 (3.2.21)

(3.2.21) denklemiyle tanimlanan D matrisi, verilmis olan C matrisi ve belirlenmis olan 6,
acisina bagli olarak bilinen bir matristir.

(3.2.20) denklemi, goriildiigi gibi, bilinmeyen agilar1 1-2-1 siralamasiyla icermektedir. Bu
denklemi ¢6zmek amaciyla, once, iizerinde Boliim 1'deki formiiller araciligiyla gerekli
islemler yapilarak asagidaki denklemler elde edilir.

fteWbset2bspthboy;, = yte®29 g, = 51t (i, cOs — U35605) = ulDil; = dy; =

C95 = d11 (3222)
u5etbset2bsembsq = gle™befsg, = uiDu;, = dy =

594595 = d21 (3223)
ujetbset2bsembsq = gle™Pefsy, = uiDu;, = d3y =

C94595 = _d31 (3224)
ufembremfsemboq, = gie2fsemboq, = u{Du, = d;, =

595896 = d12 (3225)
ufe™PeMfsebeq; = ufe2fse™beq; = 4{DT; = di; =

505C96 = d13 (3226)
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(3.2.22) denkleminden sfs ve 65, g5 simgesi ile temsil edilen bir "isaret belirsizligi"
esliginde soyle elde edilirler.

595 = O34/ 1-— d%l = O'5d1<1 (3227)
05 = atan,(sfs, cs) = atan,(osdi;, dq1) (3.2.28)
o5 = +1 (3.2.29)

Eger s6s # 0 ise, yani dj; > 0 ise, 6, ve 6 acilari, (3.2.23-24) ve (3.2.25-26) denklem
ciftlerinden, ek bir isaret belirsizligine yol agmadan, soyle elde edilirler.

0, = atan,(s8,,c0,) = atan,(o5d,,, —05d31) (3.2.30)
96 = atan2(506, C06) = atan2(0-5d12, 0-5d13) (3231)
Yukaridaki denklemlere gore, eger a5 = +1, {65, 8,, 66} ac1 Ugliislinii veriyorsa, g5 = —1,

{6 = —6s, 6, =0, +m, 6, =0+ m} ag Uglistinii verir. Ne var ki, Sekil 3.2, ds =0
oldugu disiiniilerek incelendiginde goriilebilir ki, bu farkli ag1 tigliileri, islem aygit1 igin ayni
yonelimi saglarlar. Bu nedenle, genelligi bozmaksizin, o5 i¢in 05 = +1 degeri segilebilir.

Yine yukaridaki denklemlere gore, 6, ile 84 acilari, s85 # 0 ise elde edilebilmislerdir. Eger
505 = 0 olursa, bir "konumsal tekil durum" ortaya ¢ikar ve 8, ile 84 agilari, (3.2.23-24) ve
(3.2.25-26) denklem ¢iftlerinden elde edilemezler, ¢iinkii bu denklem ¢iftleri, 0 = 0 bi¢imine
dontigiirler. Bununla birlikte, boyle bir tekil durumda, 6, ve 6y agilari, ayri ayri
belirlenemeseler bile, hi¢c degilse, toplamlar1 (ya da farklari), asagida agiklanan bigcimde
belirlenebilir.

Yukarida bahsedilen konumsal tekil durumda, yani sf; = 0 iken, 85 ac¢isi, matematiksel
olarak 85 = 0 ya da 65 = *m olabilir. Ancak, Sekil 3.2'ye gore, 85 = +m olmast miimkiin
degildir. Bu nedenle, konumsal tekil durum, 85 = 0 iken ortaya ¢ikar. Boyle bir durumda,
(3.2.20) denklemi asagidaki 6zel sekli alir.

eU104 20,106 — pU1604pU106 — pU1(04+06) — U104 — ) (3.2.32)

Gortldiigii gibi, (3.2.32) denklemine gore, yalnizeca 8, = 6, + 6, toplam agis1 belirlenebilir.
Bu ac1, agagida gosterilen bicimde bulunabilir.

ageﬁ1946a2 = ﬂg(ﬂzce% + ﬁ35946) = ﬂé’D\ﬁz = C046 = d22 (3233)
ageﬁ1946a2 = ﬂg(ﬂzce% + ﬁ35946) = ag’D\ﬁz = 594-6 = d32 (3233)
946 = atan2(5946, C946) = atanz(d32, dzz) (3234)

3.2.6. Eklem Degiskenlerinin Yar1 Analitik Olarak Belirlenmesi

Daha once de bahsedildigi gibi, eger 6rnek manipiilatriin ds # 0 olma 6zelligi korunursa,
ters kinematik ¢6ziim tiimiiyle analitik olarak elde edilemez. Bununla birlikte, hi¢ degilse,
yar1 analitik bir ¢oziim elde edilebilir.
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Yar1 analitik bir ¢6ziim elde etmek icin, once, eklem degiskenlerinden birinin, 6rnegin 6,
acisinin, gecici olarak bilindigi varsayilir ve diger eklem degiskenleri, analitik olarak 6
acisinin islevleri biciminde elde edilirler. Daha sonra, elde edilen islevler arasindaki
"tutarlilik denklemi" sayisal olarak ¢oziilerek 8, agisinin kendisi de elde edilir.

Yukarida kisaca agiklanan yontemi uygulamak iizere, (3.2.4) denklemi soyle yazilir.
TS5 + Uy (b3 — dscb,) + ii3(s, — dss6,) = e 8017 (3.2.35)

Onceki kisimda da yapildigi gibi, (3.2.35) denkleminin iki tarafi, sirayla, i, 5, ve u} ile
onden carpilarsa, asagidaki skalar denklemler elde edilir.

S3 = T1C91 + T‘2591 (3236)
b3 - d5C94 = T'2C91 - T'1$91 (3237)
SZ - d5594 = T3 (3238)

(3.2.36) denklemi, s3 eklem degiskenini zaten s; = f5(6,) bigiminde vermis durumdadir.

(3.2.37) denkleminden 8, = f,(6,) islevi, asagida gosterilen bi¢cimde elde edilebilir.

d5C94 = X4_(91) = b3 + T1$91 - T2C01 (3239)

dss0, = y4(61) = 04/ dE — x§(61) (3.2.39)

o, =*1 (3.2.40)

04 = f4(61, 04) = atan,(s6,, c6,) = atan,[y,(6;), x4(61)] (3.2.41)
0, acisi elde edildikten sonra, s, degiskeni de, (3.2.38) denkleminden sdyle elde edilir.

52 = f2(91, 0-4,) = T3 + d5504 = T3 + 0-4,\/ dé - xf(@l) (3242)

(3.2.42) denkleminin sundugu iki secenege gore, s, kayma mesafesinin daha kiigiik olmasi
i¢cin o, = —1 olarak secilebilir.

Ik ii¢ eklem degiskeni elde edildikten sonra, geri kalan ii¢ eklem degiskenini belirlemek
iizere, (3.2.5) denklemi sOyle yazilabilir.

eW0sl20s o0 = [ (3.2.43)
D = D(6,) = e %01 ~Hm/2 (3.2.44)

(3.2.43) denklemi, onceki kisimda oldugu gibi, o5 = +1 secenegiyle coziilerek, tekil
olmayan (s6s = 0 olmayan) olan durumlar i¢in asagidaki islevler elde edilir.

95 = g5(91, 04) (3245)
94 == g4(91, 0-4_) (3246)
06 = 96(01,04) (3.2.47)
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Goriildugi gibi, 8, acisi, (3.2.41) ve (3.2.46) denklemleriyle, 6; acisinin iki farklh islevi
olarak elde edilmistir. Dogal olarak her iki islevin de aymi degeri vermesi gerektigi i¢in
asagidaki tutarlilik denklemi ortaya ¢ikar.

94(61,04) = f4(01,04) (3.2.48)

(3.2.48) denkleminden de, o, icin yapilan se¢ime bagli olarak, 8, agis1 bulunabilir. Daha
sonra, 6; acisinin bulunan degeri, yukarida elde edilmis bulunan islev ifadelerinde yerine
konarak diger eklem degiskenlerinin de degerleri bulunur.

Ne var ki, (3.2.48) denklemi olduk¢a karmasiktir ve bu nedenle analitik olarak ¢oziilemez.
Dolayisiyla, sayisal olarak ¢oziilmesi gerekir. Bununla birlikte, tek bilinmeyenli skalar bir
denklem oldugu i¢in sayisal olarak ¢oziilmesi, olduk¢a kolaydir.

Ormegin, en basit bir yontem olarak 6, agisina, 56, adimlariyla [—m, ] ac1 aralig1 taratilabilir
ve (3.2.48) denklemini saglamaya en yakin gelen 6, degeri ya da degerleri saptanabilir. Daha
sonra, eger gerek duyulursa, bu deger ya da degerler, uygun bir yineleme yontemiyle rafine
edilebilir.

Takdir edilecegi iizere, yukarida anlatilan yar1 analitik ¢6ziim yaklasimi, alt1 bilinmeyenli alt1
denklemi topluca sayisal olarak ¢ozme yaklagimina gore cok daha kolaydir. Ayrica,
manipiilatériin  "coklu c¢o6ziimler" ve "konumsal tekil durumlar" gibi ters kinematik
ozelliklerini yansitmasi1 bakimindan da gayet elverislidir.
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BOLUM 4
SERi MANIPULATORLERIN HIZ ANALIZI

4.1. Uzuvlarm Otelenme ve Donme (A¢isal) Hizlar1 icin fleri Kinematik
Esitlikleri

Bu kisimda, bir seri manipulatoriin eklem degiskenleri ve eklem degiskeni tiirevleri (e. d.
tirevleri) verildiginde, uzuvlarinin zemine gore oOtelenme ve donme (agisal) hizlarini
belirlemeye yarayan esitlikler olusturulacaktir.

4.1.1. Uzuvlarin Zemine Gore Acisal Hizlart

Uzuvlarin zemine (F, eksen takimina) gore acisal hizlari, asagidaki yenilemeli denklemle
ifade edilebilir.

Wrjo = Wy—1/0 + Grjk—1
Bojo = 0 4.1.1)
k=123, ...m

Ly ile Ly_; uzuvlar arasindaki donme agis1 6, ve eklem ekseni birim vektorii Tigk) oldugu
icin, bagil agisal hiz soyle ifade edilebilir.

— —(k) A
Bijiey = U500 (4.1.2)

Tabii, eger aradaki eklem kayar eklemse, 8, = §, = sabit oldugu i¢in bagil agisal hiz sifir
olur.

(4.1.1) ve (4.1.2) vektor denklemlerinin F, eksen takimindaki birlestirilmis matris karsilig

sOyle yazilabilir.
@y jo = By-1/0 + L Oy
Bejo = 0 (4.1.3)
k=123, ..,m

(4.1.3) denkleminde, /o = 58)0 bicimindeki gdsterim kisaltmasi kullanilmistir.

En ¢ok kullanilan acisal hiz olmasi nedeniyle, islem aygitinin (son uzvun) agisal hiz1 i¢in de
asagidaki daha 6zel gosterim kisaltmasi kullanilabilir.

@ = W /o (4.1.4)
(4.1.4) denklemi, daha ayrintili olarak sdyle de yazilabilir.
w = 916(0'1)173 + 926(0'2)1_[3 + 936(0’3)7.—1,3 + -+ H.mé(o’m)ﬁ3 (415)

Ornek manipiilator i¢in Béliim 3'te olusturulan yonelim matrisleri yerlerine konunca, (4.1.5)
denklemi su sekli alir.
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6 — eleU391a3 + 94eu391eu194eu2n/2ﬁ3 + Qseugeleu194eu295euzTI:/Ze—uln'/Zﬁs
+ 96eﬁ3eleﬁ194eﬁ295eﬁ166eﬁ2n/2a3

Bolim 1'deki formiiller kullanilarak yapilan iglemlerle, yukaridaki denklem, onemli 6l¢iide
sadelestirilerek asagidaki sekle indirgenebilir.

4.1.2. Uzuvlarin Zemine Gore Otelenme Hizlart

Uzuvlarin zemine (F, eksen takimina) gore 6telenme hizlari, yani 04, 0, ..., O, noktalarinin
0, noktasina gore hizlari, uzuvlarin agisal hizlarina benzer bir bigimde, asagidaki yenilemeli
denklemle ifade edilebilir.

- - s
Vkjo = Vk-1/0 + Vi/k-1

o0 = 0 (4.1.7)
k=1,23,..,m

Ly ile L,_; uzuvlar arasindaki bagil 6telenme hizi, Coriolis/Transport teoremi kullanilarak
sOyle ifade edilebilir.

k—1 —(k
Uk k-1 = DoTisi-1 = Dy [bkui s SkUsz i) =

(k-1 K
Uy k-1 = Do[bxl; a4 Do[sku§ =

(k-1
Uy k-1 = Dy— 1[bku1 ]

(k . (k
+Dk[skug )] + Wy X [skug )] =

. (k-1
+ Br_1/0 X [bdld V]

- — (k-1 — —(k

vk/k_1 = bkwk—l/o X ug ) + Skwk/O X ug ) + Sk ( ) (418)
(4.1.1) ve (4.1.2) denklemlerine gore,

— — —(k) A

(Uk/o = wk—l/O + ug )Hk (419)
(4.1.9) denklemi sayesinde (4.1.8) denklemi su sekilde yazilabilir.

Vg/k—-1 = Wg—1/0 X [bkui "t Sk s )] + Spu ( ) =

vk/k 1= (,l)k 1/0 X Tk/k 1+ S"k_)( ) (4110)

(4.1.7) ve (4.1.10) vektor denklemlerinin F, eksen takimindaki birlestirilmis matris karsilig
sOyle yazilabilir.
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Uio = D10 + SkCOPU3 + @p_1/0CO¥ D (byiiy + spe™Priny)
Uoj0 = 0 (4.1.11)
k=1,2,3,...,m

(4.1.11) denkleminde, @/ =@y, Ve e = Dy bigimindeki gosterim kisaltmalari
kullanilmistir.

Bir seri manipiilatérde en ¢ok kullanilan 6telenme hizi, islem aygitina (son uzva) aittir. Bu
hiz1 temsil etmek iizere bilek ve u¢ noktalarinin hizlar1 kullanilabilir. Bu noktalarin hizlari,
kisaca soyle gosterilebilir.

W = ﬁR ES _)R/O/"Fo ES DOFR/O ES D()F (4112)
1_7) == ﬁp = ﬁP/O/TO ES DOFP/O = Doﬁ (4113)

Ote yandan, bir ¢ok seri manipiilatorde, drnek manipiilatorde de oldugu gibi, p ve 7
vektorleri arasinda, asagidaki iliski bulunur.

-

P=F+Z=7+dnui" (4.1.14)

(4.1.14) denkleminin F, eksen takimina gore taraf tarafa tiirevi alininca, asagidaki hiz iligkisi
elde edilir.

DoB = DoF + dpDotil™ = B = W + dpy [Pl + B0 X U™

] =
b =W+ dpd xd™ (4.1.15)

Yukaridaki denklemlerin F, eksen takimindaki matris karsiliklar1 sdyle yazilabilir.

w=wo (4.1.16)

7 =9 (4.1.16)

U=W+d,oCis (4.1.18)
Boliim 3'ten hatirlanacag iizere, bilek noktasinin zemine gore konumu su denklemle ifade
edilmisti.

7 = e®01 [t s5 + Uy (by — dsch,) + Us(s, — dssB,)] (4.1.19)

Bilek noktasinin zemine gore hizi ise, (4.1.19) denkleminin taraf tarafa tiirevi alinarak soyle
ifade edilebilir.
w = f = 916ﬁ391ﬁ3 [ﬁ153 + az(b3 - d5C94) + 1_13(52 - d5504)]
+eﬁ391 [ﬂ1$3 + ‘az (d594504) + ﬂ3 (52 - d594C04)] (4120)

Yukaridaki tlirev alimirken, donme matrislerinin Boliim 1'de verilen "tiirev alma o6zelligi"
kullanilmigtir. Hatirlamak istenirse, bu 6zellik soyledir.

3(e™) /00 = fie™ = e (4.1.21)
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Gerekli sadelestirme ve diizenlemelerden sonra, (4.1.20) denklemi su sekli alir.
w = e"01{T, [$3 — (b — d5c6,)6;]
+ 11, (530; + ds0,50,) + Ti5($, — ds0,c6,)) (4.1.22)

4.2. Eklem Degiskeni Tiirevlerini Belirlemek i¢cin Ters Kinematik Coziim

Hiz iliskilerinde ters kinematik ¢6ziimiin amaci, manipiilator belli bir durusta iken, islem
aygitinin zemine gore (F, eksen takimima gore) belirtilen Gtelenme ve donme hizlarini
saglayacak eklem degiskeni tiirevlerinin (e. d. tiirevlerinin) belirlenmesidir.

Bu kisimda, e. d. tiirevleri i¢in ters kinematik ¢6ziimiin elde edilisi, Boliim 3'de tanitilan
ornek manipiilator kullanilarak gosterilecektir.

4.2.1. Islem Aygitinin Otelenme Hizinin Belirtilmesi

Islem aygitinin zemine gére Otelenme hizi, genellikle, u¢ noktasmin zemine gére hiz
bilesenleri (v; = pq, v, = P, V3 = p3) verilerek belirtilir. Boylece, v dikeysira matrisi,
asagidaki gibi belirtilmis olur.

U= ﬁlvl + azvz + 1—13173 (421)
4.2.2. Islem Aygitinin Donme ya da A¢isal Hizinin Belirtilmesi

Boliim 3'te de bahsedildigi gibi, islem aygitinin zemine gore yonelimi, genellikle, istege gore
secilen uygun bir i-j-k siralamasina gore tanimlanan Euler agilart (¢4, ¢,, ¢p3) Verilerek
belirtilir. Boylece, € yonelim matrisi, asagidaki gibi belirtilmis olur.

C = ellit1ptUjb2 Uk s (4.2.2)
Ote yandan, Boliim 1'deki (1.8.15) sayili agisal hiz formiilii uyarinca, islem aygitinin zemine

gore agisal hizi, belirtilen i-j-k siralamali Euler agilar1 ve tiirevleri cinsinden asagidaki
formiile gore belirtilmis olur.

&= CCt (4.2.3)
C matrisinin tiirevi, (4.1.21) formiilii kullanilarak soyle alinr,
C = yiiemiPreTP2eleds 4 G, elibigy,eTid2elids

+ ¢relib1eWP2q, oTks (4.2.4)

(4.2.3) denklemi, (4.2.2) ve (4.2.4) denklemleri yerine konup gerekli sadelestirmeler
yapilinca, su sekli alir.

@ = ¢qil; + (ﬁzeﬁi¢1aje—ﬁi¢1 + paeli®re¥it2gy, o Wib2o ik (4.2.5)
Boliim 1'de (1.3.13) sayili formiille verilen bir diger cebirsel 6zellik sdyle ifade edilebilir.

¥ =Rp = #=RpR* (4.2.6)
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(4.2.6) denklemiyle ifade edilen 6zellige gore, w dikeysira matrisi, Euler agilar1 ve tiirevleri
cinsinden sdyle belirtilmis olur.

B = Gi; + hre" P17 + pyeiPreliP2uy, (4.2.7)
4.2.3. Bilek Noktasinin Hizinin Belirlenmesi

(4.1.18) ve (4.1.22) denklemlerinden gorildiigli gibi, bilek noktasina ait hiz ifadesi, ug
noktasina ait hiz ifadesine gére oldukga basittir. Dolayisiyla, hem © hem de C ile @ matrisleri
belirtilmislerse, e. d. tiirevleri i¢in ters kinematik ¢oziime, v Ve @ cifti yerine w ve @ ¢ifti ile
baslamak daha uygun olur. Bu amagla, belirtilmis olan v ve @ ¢ifti kullanilarak bilek
noktasinin hizi, (4.1.18) denkleminden soyle belirlenir.

Ww=1—d@Ciis (4.2.8)
4.2.4. Eklem Degiskeni Tiirevlerinin Belirlenmesi

Yukarida bahsedildigi gibi, manipiilatoriin belli bir durusunda, e. d. tiirevlerini bilinen w ve
w dikeysira matrislerine bagli olarak belirlemek iizere c¢oziilecek denklemler, 6rnek
manipiilator i¢in asagida birarada tekrar yazilmistir.

e301(1i [$5 — (b3 — dsc0,)0:] + Uy (5301 + d56,56,)
+1i3(8y — ds0,c0,)} = W (4.2.9)
01113 + 0,917, + O eW01eW044, + G eWs01eM101eb5yy, = i (4.2.10)
(4.2.9) ve (4.2.10) denklemlerinde alt1 adet bilinmeyen e. d. tiirevi (64, S5, S3, 64, 05, 05)

bulunmaktadir. Ayni denklemlerin barindirdig1 "bagimsiz skalar denklem" sayis1 da altidir.
Dolayisiyla, istenen tlirevler, (4.2.9) ve (4.2.10) denklemleri ¢oziilerek elde edilebilirler.

4.2.5. Eklem Degiskeni Tiirevlerinin Sayisal Olarak Belirlenmesi

Eger e. d. tiirevlerinin sayisal olarak belirlenmesi isteniyorsa, (4.2.9) ve (4.2.10) denklemleri,
hep birlikte alt1 bilinmeyen e. d. tiirevi i¢in ¢oziilebilirler. Bu amagla, s6z konusu denklemler
topluca sOyle yazilabilir.

]AR‘LJ = 1R (4.2.11)
(4.2.11) denkleminde asagidaki tanimlar kullanilmistir.

a) Eklem degiskenleri dikeysira matrisi:
a1
g= lq}‘ (4.2.12)
e

Yukaridaki tanimda, q; simgesi, genel bir eklem degiskenini gosterir ve eklemin doner ya da
kayar olmasina gore, ya 6, ya da s; anlamina gelir. Diger bir deyisle,
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_ {Hk eger eklem doner eklemse
K =

sk eger eklem kayar eklemse (4.2.13)

b) Islem aygitinin bilek noktasina iliskin "birlesik hiz" dikeysira matrisi:

_w

e =[] (4.2.14)
¢) Islem aygitinin bilek noktasina iliskin Jacobi (Yakobi) matrisi:

LW Wy e W

Jr= 2, 4, - o, (4.2.15)
Bu tanim, asagidaki ek tanimlart icermektedir.
(1) Bilek noktasina iliskin "hiz etki katsayisi":

W, = 0w/dq, = 07 /0qy (4.2.16)
(ii) Islem aygitina iliskin "acisal hiz etki katsay1s1":

Q) = 0w/dqy (4.2.17)
(4.2.3) denklemine gore, {2, antisimetrik matris bigiminde soyle de ifade edilebilir.

2, = (0C/dq,)Ct (4.2.18)

Ornek manipiilatdre ait hiz etki katsayilari, (4.2.9) ve (4.2.10) denklemlerinden yukaridaki
tanimlara gore asagidaki gibi elde edilirler.

W, = 0w /30, = e®s01[ii,s5 — i, (bs — dsc,)] (4.2.19)
W, = 0w/0s, = e®%11q, = 1, (4.2.20)
Wy = 0w/0ds; = e™%1qi; (4.2.21)
W, = 0w /00, = dse™%1(ii,s0, — 1i5ch,) (4.2.22)
Wy =0w/d6s =0 (4.2.23)
Ws = 0w/d6, = 0 (4.2.24)
0, =0w/00, = 13 (4.2.25)
2, =0w/05, =0 (4.2.26)
Q; =0w/0s; =0 (4.2.27)
R, =0w/06, = ™17, (4.2.28)
Qs = 00/005 = 01Ty, (4.2.29)
Qg = 00/00; = e01T101pt2b57, (4.2.30)
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Jr matrisi yukaridaki gibi olusturulduktan sonra, eger tekil degilse, yani det(f) # 0 ise, tersi

sayisal olarak alinarak (4.2.11) denkleminden belirlenmesi istenen g dikeysira matrisi, su
sekilde elde edilir.

q = Jz"7r (4.2.31)

Eger J matrisi tekilse, yani det(J) = 0 ise, bir "devinimsel tekil durum" ortaya ¢ikar. Boyle
bir tekil durumda, J; matrisinin ranki 6'dan a'ya diistiigii i¢in tersi almamaz ve (4.2.31)
denklemi kullanilamaz.

Sozii edilen tekil durumda, (4.2.11) denklemi, ikiye ayristirilarak soyle yazilabilir.
]ARaaCLIa +]ARab(L1b = TNRa (4.2.32)
JrvaGa + Jrop@s = Trb (4.2.33)

Yukaridaki ayristirma oylesine yapilir ki, frqq ranki tam (yani a) olan bir matris olur.
Dolayisiyla bu matrisin de tersi sayisal olarak alinabilir ve g, ayriskasi, g, ayriskasi
cinsinden sdyle ifade edilebilir.

C'_Ia = anla(ﬁRa _]ARabC;Ib) (4.2.34)
(4.2.34) denklemi yerine konunca, (4.2.33) denklemi su sekli alir.

JrvaJzaaTlra + Urvb = Jrvafraaran)qb = rb (4.2.35)
Bu arada, tekil durumdaki rank kayb1 nedeniyle asagidaki esitlik ortaya cikar.

Urob — Jrvalraalran)dp = 0 (4.2.36)
Bundan dolayi, 7z, ile 7z, ayrigkalar arasinda su iliski olusur.

firb = JrbafRaallra (4.2.37)

(4.2.34) ve (4.2.37) denklemlerinden s6z konusu olan devinimsel tekil durum hakkinda
asagida belirtilen sonuclar ¢ikar.

(i) Islem uzay1 kisitlamast:

q dikeysira matrisinin tekil durumda sinirsiz bilylimemesi i¢in, yani |G| < o0 olmas1 igin,
islem uzaymmda (4.2.37) denklemiyle ifade edilen kisitlamaya uyulmasi gerekir. Bu
kisitlamaya, "tekil durumla tutarlilik kisitlamasi" denir. Eger islem aygiti i¢in hareket
planlamas1 bu kisitlama uyarinca yapilirsa, manipiilator tekil durumdan herhangi bir e. d.
tiirevinde smirsiz bliylime sorunuyla karsilasmadan gecebilir.

(it) Eklem uzay artiksillig::

Manipiilatoriin tam tekil durumdan gegtigi esnada, eklem uzayinda bir an i¢in b =6 —a
dereceli bir artiksillik olusur. (4.2.34) denklemiyle ifade edilen bu artiksillik nedeniyle g
dikeysira matrisinin g, ayriskasi, tekil durum aninda istege gore segilebilir. Ornegin, tekil
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duruma girmeden hemen Onceki degeri neyse, yine o deger segilerek artiksilliktan
kaynaklanan belirsizlik giderilebilir.

Yukaridaki Jacobi matrisi iizerinde yapilan sayisal islemlere dayanan tekil durum analizinin,
anlatim1 kolay olsa da, uygulanmasinda bazi zorluklar ortaya ¢ikar. Bu zorluklar asagida
belirtilmistir.

(i) 6 x 6 boyutlu olan J matrisinin determinantinin simgesel olarak ifade edilmesi, baz1 ok
0zel manipiilatorler harig, olduk¢a zordur. Bu determinant simgesel olarak ifade edilebilse
bile, ortaya c¢ikan karmasik ifadeden determinanti sifir yapan eklem degiskeni degerlerini
bulmak pek de kolay olmaz. Simgesel ifadeden vazgecip tiimiiyle sayisal bir yontem
kullanilacak olursa, determinanti sifir yapan eklem degiskenleri bulununcaya kadar
determinantin yinelemeli olarak hesaplanmasi da oldukca kiilfetli olur. Bu nedenle, tekil
durumlar, dogrudan dogruya J matrisinden kolaylikla saptanamaz.

(if) Tekil durumlarin bir sekilde saptanmasindan sonra, her tekil durumdaki rank kaybinin
belirlenmesi ve bu rank kaybina bagl olarak gerekli ayristirmalarin yapilmasi, yine bir ¢cok
sayisal islemin uygulanmasini gerektirir.

Yukarida belirtilen zorluklar nedeniyle, bir ¢cok manipiilatér kullanicisi, tekil durumlardan
gegebilecek tutarli hareket planlamalariyla ugrasmak yerine, manipiilatériin ¢alisma
hacmindaki kullanilabilir bolgenin kiiciilmesi pahasina, tekil durumlardan kacinmay1 tercih
etmektedir.

Oysa, bir sonraki kisimda anlatilan analitik ¢6ziim yontemi, yukarida bahsedilen zorluklar
gidermektedir. Boylece, tekil durumlari digslama geregi duymadan, manipiilatoriin ¢aligma
hacminin tiimiiyle kullanilabilmesine olanak saglayan hareket planlamalari yapma imkani
dogmaktadir.

4.2.6. Eklem Degiskeni Tiirevlerinin Analitik Olarak Belirlenmesi
Analitik ¢ozlim elde etmek amaciyla, (4.2.9) ve (4.2.10) denklemleri s0yle yazilabilir.
U [$3 — (bs — dsc6,)6,] + U, (536 + d50,56,) + TU3(S, — ds6,c6,)
= e B0y (4.2.38)
0113 + 0,017, + P01y, 4 g eMs01eM10spTbsyy = 5 (4.2.39)
Goriildiigii gibi, her iki denklemde de dorder e. d. tiirevi bulunmaktadir. Bu nedenle, 6, e. d.
tirevinin gegici olarak bilindigi varsayilabilir ve diger e. d. tirevleri, 6; cinsinden

belirlenebilir. Daha sonra, @, e. d. tiirevi de, ortaya ¢ikan tutarlihk kosulundan yararlanarak
belirlenir.

Yukarida anlatilan yaklagimi uygulamak {tizere, (4.2.38) denkleminden asagidaki skalar
denklemler elde edilir.
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53 - (b3 - d5C94)é1 == ﬁ{e_ﬁ3elw == W1C91 + W2591 (4240)
5391 + d56.4864 = ﬂée_ﬁﬁlv_v = W2691 - W1$91 (4241)
52 - d594C94 = ﬁge_ﬁﬁlv_v = W3 (4242)

(4.2.39) denklemi iizerinde ise asagidaki islemler yapilabilir.

0,10, + Oty + Oge™205i1, = e T1bap—Usb1g5 — g o~ Tbay, —

0,410, + Oy + O4(i1;cO05 — Ti3s0s) = @ — 0, (l3¢0, + U1,50,) =

Uy (04 + 05cBs) + 05 — Ti305505 = @ — 0, (i3¢0, + 1,56,) (4.2.43)
Yukaridaki denklemlerde su tanim kullanilmustir.

w* = e Tbsp~Us0155 (4.2.44)

Burada tanimlanan @* dikeysira matrisi, aslinda, @ vektoriiniin L, uzvuna bagh olan F,
eksen takimindaki matris gosterimidir. Yani, @ = @ iken @* = @™ olmaktadir.

(4.2.43) denkleminden asagidaki skalar denklemler elde edilir.

0, + 05cls = w; (4.2.45)
0 = w} — 6,56, (4.2.46)
0505 = 6,c6, — w3 (4.2.47)

Eger s8, # 0 ve s05 # 0 ise, yukaridaki denklemlerden su ¢oziimler elde edilir.

$3 = wycO; + w,s6; — (b — dsc6,)0; (4.2.48)
0, = (Wyc0; — w56, — 536;)/(dss6,) (4.2.49)
$5 = Wy +ds0,c0, = wz + (Wych; — wyS0; — 5360,)(cO,/56,) (4.2.50)
0 = wy — 0,56, (4.2.51)
0 = (0,0, — w3)/s0 (4.2.52)
0, = w} — 05c0s = W} + (w3 — 6,¢0,)(cOs/s65) (4.2.53)

Gorildiigi gibi, 6, e. d. tiirevi, (4.2.49) ve (4.2.53) denklemleriyle iki kez elde edilmistir.
Dogal olarak bu iki ¢6ziim ayni degeri vermelidir. Yani, asagidaki "tutarlilik kosulu"
saglanmalidir.

(WycO; — wys0; — 536,)/(dssB,) = wi + (wi — 0,¢6,)(cOs/s65) (4.2.54)
(4.2.54) denklemi su sekilde diizenlenebilir.

(53505 — dss0,c0,c05)6,

= (Wyc0; —w;50,)s0s — ds(wisOs + w3cs)s0, (4.2.55)
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Eger (53505 — dss6,c0,c05) # 0 ise, 0, e. d. tiirevi, (4.2.55) denkleminden séyle belirlenir.

_ (Wpc0;—w1501)s05—ds(w]sOs+w3cO5)s0,

6,

(4.2.56)

53505—d550,4c04c0O5
6, belirlendikten sonra, (4.2.48-53) denklemlerinden diger e. d. tiirevleri de belirlenir.

4.2.7. Devinimsel Tekil Durum Analizi

(4.2.56) denklemiyle verilen 6, ifadesi, (4.2.49) ve (4.2.52) denklemlerinde yerine konunca,
paydalarinda bu islem oncesinde s6, ve s@s bulunan 8, ve 8, ifadeleri, bu islem sonrasinda
asagidaki ifadelerle belirlenirler.

9-4 _ s3(W3€O5+w1505)—(Woc01—w1561)cO,4c05 (4.2.57)

S3505—ds5504c0,4c05

_ (W2C91—W1$91)C94—(S30)§+d50);594C94)
- S§3505—d550,C0,C05

06

(4.2.58)

(4.2.57) ve (4.2.58) denklemleri gostermektedir ki, 6rnek manipiilatére ait devinimsel tekil
durumlar, yalnizca asagidaki esitlik saglanirsa ortaya ¢ikmaktadir.

S350 = dss0,c0,c05 (4.2.59)

Bagka bir deyisle, (4.2.48)-(4.2.53) denklemleri icin One siiriilen s, # 0 ve sOs # 0
bigimindeki "ara ¢6ziim" kosullari, aslinda, siire¢ sonunda elde edilen "asil ¢oziim" igin
gecerli degildir.

Bir devinimsel tekil konum ortaya ciktiginda, yani (4.2.59) denklemi saglandigi zaman,
(4.2.41) denklemi, s; eklem degiskeninin aradan yok edilmesiyle su sekli alir.

ds(0,0,4c05 + 0,505)56, = (WocO; — w;56,)s05 (4.2.60)

Bu arada, (4.2.45) ve (4.2.47) denklemlerinin arasindan 6, yok edilirse, asagidaki denklem
elde edilir.

010,cO5 + 0,505 = w3cHs + w;sOs (4.2.61)
(4.2.61) denklemi, taraf tarafa dss6, ile ¢arpilarak soyle de yazilabilir.

ds(6,c0,c0s + 0,505)s0, = ds(w5chs + w}s05)sb, (4.2.62)
Yukaridaki denklemlerden, devinimsel tekil durum hakkinda asagidaki sonuglar ¢ikar.
(i) Islem uzay1 kisitlamast:
(4.2.60) ve (4.2.62) denklemlerine gore,

(wyc0; —w;y560,)s0s = ds(w3cOs + wisOs)sO, (4.2.63)

Islem uzayr kisitlamasi nedeniyle, W ve & vektorlerinin bilesenleri arasinda (4.2.63)
denklemiyle ifade edilen iliski bulunmalidir. Eger manipiilatoriin s6z konusu tekil durumdan
gegmesi gerekiyorsa, hareket planlamasi, bu iliskiyi hesaba katarak yapilmalidir.
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(i1) Eklem uzay artiksillig::
(4.2.61) denklemine gore,
010,05 + 0,505 = wicOs + w}sOs (4.2.64)

Eklem uzay1 artiksilligi ise, 6, ile 8, arasinda bir belirsizlik olusturmaktadir. Soyle ki, soz

konusu tekil durumda, (4.2.64) denklemini saglamak kosuluyla, 6; ve 6, keyfi degerler
alabilirler. Eger c6, # 0 ise, bu belirsizlik asagidaki secimle giderilebilir.

0, = w3/ch,, 6, = w;} (4.2.65)
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BOLUM 5
EKSIKSIL SERi MANIPULATORLERIN
KONUM VE HIZ ANALIZI

5.1. Eksiksilligin Tanimi

Eklem uzay1 m boyutlu olan bir seri manipiilator, boyutu n > m olan bir islem uzayina gore
eksiksildir. Boyle bir manipiilator, ancak islem uzaymin m boyutlu bir altuzayinda ¢alisabilir.
Eksiksil bir manipiilatoriin ¢calisacagi altuzay ise, yapmasi istenen ise gore belirlenir.

Ornegin, eklem uzay1 5 boyutlu olan bir manipiilatér, 6 boyutlu bir islem uzayma gére
eksiksildir. Dolayisiyla, ancak, 6 boyutlu islem uzaymin 5 boyutlu bir altuzayinda c¢alisabilir.
Yapilmasi planlanan ise gore, 5 boyutlu altuzay, genellikle, ya "serbest yoneltme - kisitli
konumlama™ ya da "serbest konumlama - kisitli yoneltme" bigiminde belirlenir.

Serbest yoneltme - kisitl konumlama segeneginde, islem aygitinin yonelimini temsil eden {i¢
Euler agisi (¢, ¢, ¢3) tiimiiyle istege gore belirtilir. Buna karsilik, u¢ noktasinin (P
noktasinin) belli bir yiizey lizerinde kalmasiyla yetinilir. Bu yiizey, f; (p1,p2, p3) = 0 gibi bir
esitlikle ifade edilebilir.

Serbest konumlama - kisitli yoneltme se¢eneginde, ug noktasinin (P noktasinin) koordinatlari
(p1,p2,p3) timiyle istege gore belirtilir. Buna karsilik, islem aygitinin yonelimini temsil
eden ti¢ Euler agisinin f5 (¢, 5, p3) = 0 gibi bir esitlikle kisitlanmis olmas1 kabul edilir.

5.2. Ornek Eksiksil Manipiilator ve Ileri Kinematik Esitlikleri

Burada, oOrnek olarak, Bolim 3'teki oOrnek manipiilatoriin eksiksillestirilmis bigimi
kullanilacaktir. Sekil 5.1'de gosterilen bu manipiilator, Boliim 3'teki manipiilatoriin dordiincii
eklemi, 6, = 0 olacak bigimde iptal edilerek olusturulmustur. Bu iptal islemiyle uyumlu
olarak onceki manipiilatoriin 65 ve 64 acilari, simdiki manipiilatoériin 6, ve 85 acilarina
dontismiistiir.

Yukaridaki agiklamalara gore, drnek eksiksil manipiilatore ait ileri kinematik esitlikleri,
Boliim 3'teki benzer esitlikliklerin uyarlanmasiyla sdyle yazilabilir.
C = eUsb1M204 o105 pUpm/2 (5.2.1)

e W91 11,55 + Tiyc3 + 1U35,] (5.2.2)

=i
Il

p =7+ dse®01e®by, —
p = e®O1[ii, (53 + dsch,) + Uyc5 + Uz (s, — dssb,)] (5.2.3)
Yukaridaki esitliklerde yer alan c; parametresi s0yle tanimlanmistir.

C3 = b3 - d4, (524)
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Sekil 5.1. Eklem Diizeni RP?R? Olan Eksiksil Bir Seri Manipiilator

5.3. Eklem Degiskenlerini Belirlemek i¢in Ters Kinematik Coziim

Bu kisimda, Sekil 5.1'de goriilen eksiksil manipiilator igin ters kinematik ¢dziimiin elde
edilisi, Kisim 5.1'de s6zii edilen iki segenege gore gosterilecektir.

5.3.1. Serbest Yoneltme - Kisith Konumlama Secenegine Gore Ters Kinematik Coziim

Bu segenekte, islem aygitinin istenen yonelimi, secilecek uygun bir i-j-k siralamasina gore,
ii¢ Euler agisiyla tam olarak soyle belirtilir.

C = ellit1ptjb2 Uk s (5.3.1)
Buradaki en uygun i-j-k siralamasi, (5.2.1) denklemi gbz Oniine alinarak secilebilir. Bu

secimi yapabilmek i¢in (5.2.1) denklemi, Boliim 1'de verilen donme matrislerine ait
"kaydirma formiili" kullanilarak asagida gosterilen bicimde doniistiiriilebilir.

é — eﬁ3eleﬁ294eﬁ195eﬁ2ﬂ/2 = é — eﬁ3916ﬁ294eﬁ2ﬂ/26ﬁ395 =
C = elsdr ol (On+m/2) gis0s (532)

Asikar olarak goriildiigli gibi, (5.3.2) denklemi ile uyumlu olacak en uygun siralama 3-2-3
siralamasidir. Bu siralama kullanilinca, (5.3.1) denklemi su sekli alir.
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C = eUsP1pliz02plUsds (5.3.3)

Yukaridaki en uygun siralama sayesinde, doner eklem degiskenleri, (5.3.2) ve (5.3.3)
denklemlerinin karsilagtirilmasiyla hig¢ bir ek islem yapmadan dogrudan dogruya, belirtilmis
olan Euler agilar cinsinden asagidaki gibi belirlenirler.

¢ = pl301pM2(04+71/2) U305 — oTlachs plahr pllachs —

0, = ¢, (5.3.4)
0,=¢,—1/2 (5.3.5)
05 = ¢3 (5.3.6)

Geriye kalan iki kayar eklem degiskeni (s, ve s3) ise, (5.2.3) denkleminin asagidaki gibi
yazilmis bi¢imi kullanilarak belirlenebilir.

ﬁ1(53 + d5C94) + l_lzc:g + 1._13(52 - d5$94) = e_ﬁ361ﬁ (537)

(5.3.7) denkleminde asagidaki skalar denklemler elde edilir.

S3 + dscl, = ute %% p = p,ch,; + p,s6, (5.3.8)
c3 = Uze %15 = p,ch; — pys6; (5.3.9)
s, —dss8, = ute %015 = p, (5.3.10)

Dikkat edilirse, 8; = ¢, bilindigine gore, (5.3.9) denkleminde bilinmeyen hi¢ bir eklem
degiskeni bulunmamaktadir. Dolayisiyla, bu denklem, asagidaki "kisithh konumlama"
kosulunu olusturur.

P2C$1 — P1SPh1 = C3 (5.3.11)

(5.3.11) denklemine gore, p, Ve p, koordinatlarindan yalnizca biri istege gore belirtilebilir;
digeri (5.3.11) denklemine uymak zorundadir. Bu zorunluluk nedeniyle, P noktasi, ancak,
(5.3.11) denklemi tarafindan temsil edilen diisey diizlem i¢inde konumlandirilabilir.

P noktasinin yukaridaki kisitlamaya uyacak bi¢imde konumlandirilmasindan sonra, s, ve s;3
degiskenleri, (5.3.10) ve (5.3.8) denklemlerinden asagidaki gibi belirlenirler.

Sz = P3 +dss0, = p3 + dss(Pp, —m/2) = p3 — dsch, (5.3.12)
S3 = P1€0; + p250; — dscly = picdy + p25Py — dsso, (5.3.13)
5.3.2. Serbest Konumlama - Kisutlh Yéoneltme Segenegine Gire Ters Kinematik Coziim

Bu segenekte, u¢ noktasinin istenen konumu, {i¢ koordinati (p;, p,, p3) verilerek tam olarak
belirtilir.

Bunun iizerine, eklem degiskenlerinden 6, acisi, asagida tekrar yazilan (5.3.9) denklemi
¢Oziilerek belirlenir.

p2C91 - p1$91 =C3 (5314)
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(5.3.14) denklemini ¢6zmek lizere, asagidaki degisken doniistimii kullanilabilir.

p1 = Pi +picdy (5.3.15)
P2 =pi +pisP: (5.3.16)

Bu doniisiim sayesinde, (5.3.14) denklemi su sekli alir.

s(P1 — 601) = y1 = c3/\/pi + 3 (5.3.17)
(5.3.17) denkleminden 6, agisina asagida gosterilen bigimde ulasilir.

c(P1—01) =x, = Ul\/P% +p; — C??/\/p% +p3 (5.3.18)

o, ==+1 (5.3.19)

01 =¥, —atany (¥4, x1) (5.3.20)

Sekil 5.1 ile (5.3.15) ve (5.3.16) denklemlerine gore, ; = atan,(p,,p1) agisi, AP ile Tigo)
vektorleri arasindaki ag1 olmaktadir. Manipiilatoriin Sekil 5.1'de gosterilen durusunda ise, Y,
dar ag1 oldugu i¢in, o; = +1 olmasi gerekir.

6, agis1 belirlendikten sonra, C matrisini eklem degiskenleri ve Euler agilari cinsinden veren
(5.3.2) ve (5.3.3) denklemleri esitlenerek asagidaki denklem elde edilir.

eﬁ391 eﬁ2(94+n/2)eﬁ395 = eﬁ3¢1 eﬁ2¢2 eﬁ3¢3 (5_3.21)

(5.3.21) denklemi, 6, agis1 bilindigi i¢in, asagidaki skalar denklemlere yol agar.

$1 =06, (5.3.22)
0, = ¢ —m/2 (5.3.23)
05 = ¢ (5.3.24)

(5.3.23) ve (5.3.24) denklemlerine gore, Euler acilarindan ¢, ve ¢ istege gore belirtilebilir
ve belirtilen degerlerine bagli olarak eklem degiskenlerinden 6, ve 65 agilar1 belirlenir.

Ote yandan, (5.3.22) denklemine goére, 6; agis1 zaten belirlenmis oldugu igin, Euler
acilarindan ¢, istege gore belirtilemez; 6; agisina esit olmak zorundadir. Bu zorunluluk,
"kisith yoneltme" kosulunu olusturur.
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5.4. Ornek Eksiksil Manipiilator i¢cin Hiz iliskileri

Ornek eksiksil manipiilatoriin islem aygitinin agisal hizim1 ve ug¢ noktasinin hizini e. d.
tirevleri cinsinden veren ileri kinematik esitlikleri, (5.2.21) ve (5.2.23) denklemlerinin
tiirevleri alinip gerekli sadelestirmeler yapilarak asagida goriilen bigimde elde edilebilirler.

w = 9.11.7,3 + é4eﬁ391ﬁ2 + 959ﬁ3918ﬁ294ﬁ1 (541)

+ ﬂ’Z (53 + d5C04)91 + ﬁ3 (SZ - d594C94)] (542)
5.5. Eklem Degiskeni Tiirevlerini Belirlemek i¢cin Ters Kinematik Coziim
Bu kisimda, e. d. tlirevleri igin ters kinematik ¢ozlimiin analitik olarak elde edilisi, Kisim
5.1'de sozii edilen benzer iki segenege gore gosterilecektir.

5.5.1. Serbest Acisal Hiz - Kisith U¢ Noktasi Hizi Secenegine Gore Ters Kinematik Coziim

Bu segenekte, islem aygitinin istenen hizi, 3-2-3 siralamali Euler agilar1 ve tlirevleri verilerek
belirtilir. Bunun {izerine, doner eklem degiskeni tiirevleri, (5.3.4)-(5.3.6) denklemlerinin
tiirevleri alinarak hig bir ek islem yapmadan dogrudan dogruya asagidaki gibi belirlenirler.

91 = 431 (5.5.1)
0, =, (5.5.2)
05 = ¢ (5.5.3)

Geriye kalan iki kayar eklem degiskeni tiirevleri (s, ve s3) ise, (5.3.12) ve (5.3.13)
denklemlerinin tiirevleri alinarak sdyle belirlenirler.

SZ = v3 + d5(i)25¢2 (554)

$3 = V1CPy + V3501 + (Dochy — P15P1) Py — dsPac, (5.5.5)
Bu arada, (5.3.11) denkleminin tiirevi, u¢ noktasi i¢in asagidaki hiz kisitlamasina yol agar.

Vychy — V15¢Py = (P25P1 + Prcdy) Py (5.5.6)

(5.5.6) denklemine gore, v; ve v, hiz bilesenlerinden yalnizca biri istege gore belirtilebilir;
digeri (5.5.6) denklemine uymak zorundadir.

5.5.2. Serbest U¢ Noktast Hizi - Kisith A¢isal Hiz Secenegine Gore Ters Kinematik Coziim

Bu segenekte, u¢ noktasinin istenen hizi, ii¢ bileseni (v, v, v3) verilerek tam olarak belirtilir.
Bunun iizerine, 6; e. d. tiirevi, (5.3.9) denkleminin tiirevi alinarak sdyle belirlenir.

61 = (v,¢0; — v156,)/ (P56, + p1c6;) (5.5.7)
Tabii, (5.5.7) denklemi, (p,s8; + p1c6;) # 0 ise gegerlidir.
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6, belirlendikten sonra, (5.5.1)-(5.5.3) denklemleri soyle yazilabilir.

94 = <132 (5.5.8)
05 = ¢ (5.5.9)
¢, =06, (5.5.10)

(5.5.8) ve (5.5.9) denklemlerine gore, Euler acisi tiirevlerinden ¢, ve ¢, istege gore
belirtilebilir ve belirtilen degerlerine bagl olarak 6, ve s e. d. tiirevleri belirlenir.

Ote yandan, (5.5.10) denklemine gore, 6; zaten belirlenmis oldugu icin, ¢, istege gore
belirtilemez; 6, e. d. tiirevine esit olmak zorundadir. Bu zorunluluk, "kisith acisal hiz"
kosulunu olusturur.

5.6. Genel Bir Eksiksil Manipiilatoriin Jacobi Matrisi Araciligiyla Ters Hiz
Cozimi

Boliim 4'te de goriildiigli gibi, genel bir uzaysal manipiilatér i¢in hiz denklemi, derlesik
olarak sOyle yazilabilir.

jpﬁ =1p (5.6.1)

Boliim 4'te, (4.2.11) denklemi bilek noktasi i¢in yazilmisti. Buradaki (5.6.1) denklemi ise, ug
noktast i¢in yazilmistir. (5.6.1) denkleminde, asagidaki tanimlar kullanilmistir.

a) Eklem degiskenleri dikeysira matrisi:

a1
g= [‘{2 (5.6.2)
am
b) Manipiilatoriin u¢ noktasina iliskin "birlesik hiz" dikeysira matrisi:
_ [V
e = | ] (5.6.3)
¢) Manipiilatoriin u¢ noktasina iliskin Jacobi matrisi:
. 78 2SN 4
Je = [—1 - —’”] (5.6.4)
0 1 Qo

d) Manipiilatoriin u¢ noktasina iliskin "hiz etki katsayis1":
Ve =00/0G, = 0p/qy ; k=1,2,..,m (5.6.5)
€) Manipiilatoriin son uzvuna (islem aygitina) iliskin "acisal hiz etki katsayis1":

O, =0/0¢;,; k=1,2,..,m (5.6.6)
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Manipiilator eksiksil (m < n = 6) oldugu i¢in (5.6.1) denklemi, asagida gosterilen bigimde
ayristirilabilir.

ijC._I = 1pp (5.6.7)
]APSCLI = Tps (5-6-8)

Yukaridaki denklemlerde, 17p;, Ve 1ps, m Ve r = n — m boyutlu ayriskalardir. Bunlardan 7,
ters hiz ¢oziimi i¢in istege gore belirtilen ayrigkadir; 77pg ise, ¢oziim sonucunda ortaya
cikacak olan kisitlamaya uymasi gereken ayriskadir.

Eger m x m boyutlu Jp, matrisi tekil degilse, belirtilmis olan 77p,, ayriskasina bagl olarak g
Ve 7]p, icin asagidaki ¢oziimler elde edilir.

q = Joo TTpp (5.6.9)
fps = Jpspn Tpb (5.6.10)

Eger Jp,, matrisi tekilse, Kisim 4.2.5'tekine benzer bir tekil durum analizi yapilabilir.
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BOLUM 6
ARTIKSIL SERI MANIiPULATORLERIN
KONUM VE HIZ ANALIZI

6.1. Artiksilhigin Tanim ve Artiksillig1 Giderme Yontemleri

Eklem uzay1 m boyutlu olan bir seri manipiilator, boyutu n < m olan bir islem uzayina gore
artiksildir. Boyle bir manipiilatériin  kullaniminda, r = m —n dereceli bir artiksillik
belirsizligi ortaya ¢ikar. Bu belirsizlik asagidaki ii¢ yoldan biriyle giderilebilir.

(i) Eklem degiskenlerinden r adedi, istege gore keyfi olarak secilebilir. Ornegin, sabit
degerlerde kalmalari istenebilir.

(ii) Islem aygitiin yapmas: istenen harekete ek olarak manipiilatériin diger uzuvlari igin de 7
adet hareket istegi ya da kisitlamasi getirilebilir. Ornegin, baz1 uzuvlarin hareket siiresince
hep diisey kalmasi istenebilir.

(iii) Eklem degiskenleri istege gore belirtilen bir eniyilestirme Slgiitiine gore belirlenebilir.
Ormegin, manipiilatériin en kiiciik kinetik enerjiyle ¢alismasi istenebilir.

Ozel bir 6rnek vermek gerekirse, eklem uzay1 5 boyutlu olan bir manipiilator, 3 boyutlu bir
islem uzayina gore artiksildir. Islem uzayinm 3 boyutlu oldugu iki tipik islem tiirii olarak
sunlar gosterilebilir.

(i) Noktasal konumlama iglemleri: Boyle bir islemde, yalnizca, u¢ noktasinin hareketi istege
gore belirtilir; islem aygitinin yonelimi tiimiiyle serbest birakilir.

(if) Yalnizca kiiresel cisimlere uygulanan yer degistirme islemleri: Boyle bir islemde de,
cisim kiiresel oldugu i¢in, islem aygitinin yonelimi serbest birakilir; yalnizca kiiresel cismin
merkezinin hareketi istege gore belirtilir.

6.2. Genel Bir Artiksil Manipiilatoriin Jacobi Matrisi Araciligiyla Ters Hiz
Coziimii

Boliim 5'te de oldugu gibi, genel bir uzaysal manipiilator i¢in hiz denklemi, derlesik olarak
sOyle yazilabilir.

]APf;I =1p (6.2.1)
(6.2.1) denkleminde, asagidaki tanimlar kullanilmstir.

a) Eklem degiskenleri dikeysira matrisi:

q1
g=|% (6.2.2)
m
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b) Manipiilatoriin u¢ noktasina iligskin "birlesik hiz" dikeysira matrisi:

e =[] (62:9

¢) Manipiilatoriin u¢ noktasina iligkin Jacobi matrisi:

Jp = [Ifl Voo '_/m] (6.2.4)
2, (0
d) Manipiilatoriin ug noktasina iliskin "hiz etki katsayis1":

e) Manipiilatoriin son uzvuna (islem aygitina) iligkin "agisal hiz etki katsayis1":
Q) =0w/0¢x; k=1,2,..,m (6.2.6)
6.2.1. Keyfi Secim Yoluyla Ters Hiz Coziimii

Manipiilator artiksil (m > n = 6) oldugu i¢in (6.2.1) denklemi, asagida gosterilen bicimde
ayristirilabilir.

Jev@p + JpsGs = Tp (6.2.7)

Yukaridaki denklemlerde, g, Ve gs, m Ve r = m — n boyutlu ayrigkalardir. Bunlardan g, ters
hiz ¢6ziimii ile belirlenecek olan ayriska, g ise artiksillik nedeniyle serbest kalan ayriskadir.

Eger m x m boyutlu fp, matrisi tekil degilse, belirtilen 7, ile keyfi olarak segilen g
ayriskasina (6rnegin g, = 0 segimine) bagl olarak g, ayriskas1 soyle elde edilir.

C'_Ib = j;bl(ﬁP _szC;Is) (6.2.8)
6.2.2. Ek Is Belirtme ya da Ek Kisitlama Koyma Yoluyla Ters Hiz Céziimii

(6.2.7) denklemini ¢ozmenin bir diger yolu da "ek is" belirtmek ya da eklem degiskenleri
iizerine "ek kisitlama" koymaktir. Ek is ya da ek kisitlama, r adet skalar denklemden olusan
sOyle bir matris denklemiyle ifade edilebilir.

Kpudp + Kpss = fip (6.2.9)
(6.2.7) ve (6.2.9) denklemleri birlikte soyle yazilabilir.
Z"” Z‘”Sl I‘zbl = [’z”] (6.2.10)
Kpp  Kps] Qs Kp

Eger katsayr matrisi tekil degilse, (6.2.10) denklemi, hem g, hem de g, icin asagidaki
¢cOziimii verir.

= 2 2 -1 __
lgbl _ [Je Qasl QP] (6.2.11)
ds KPb KPS Hp
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6.2.3. Eniyilestirme Yoluyla Ters Hiz Coziimii

Bu amagla en ¢ok kullanilan eniyilestirme Olgiitii, "en kiiglik e. d. tiirevleri" oOlgiitlidiir.
Boylece, islem aygitinin istenen hareketi, en kiiciik eklem hareketleriyle gerceklestirilmis
olur. Bu 6l¢iit, genel olarak, asagidaki gibi bir karesel islev bigiminde ifade edilir.

U=U®@) =54'Wg (6.2.12)

(6.2.12) denklemindeki W, istege gore secilen simetrik ve tekil olmayan (pozitif belirli) bir
matristir. Bu denkleme gére tanimlanan U islevini en kiigiik yapacak olan g dikeysira matrisi
tizerindeki kisitlama ise, (6.2.1) denklemidir.

Eniyilestirme islemi igin (6.2.12) ve (6.2.1) denklemleri, Lagrange carpanlar1 dikeysira
matrisi (1) kullanilarak soyle bilestirilebilirler.

U'=-g'Wq+ 1@ — Jrd) (6.2.13)
Eniyilestirme i¢in asagidaki denklem saglanmalidir.

oU'jog =Wg—JEA=0 (6.2.14)
(6.2.14) denklemi, g dikeysira matrisini sdyle verir.

g=Wjia (6.2.15)
(6.2.15) denklemiyle verilen g, (6.2.1) denkleminde yerine konunca, su denklem elde edilir.

oW E)A = 1p (6.2.16)
Eger det(JoW~1j5) # 0 ise, (6.2.16) denkleminden A sdyle bulunur.

A= oW E) e (6.2.17)
Boylece, en iyi g soyle belirlenmis olur.

q =W pUpW YR 1 = JEwle (6.2.18)

(6.2.18) denklemindeki J&, matrisi, /o matrisinin W matrisine gére "sahte tersi" olarak
tanimlanir.

Gortldiigii gibi, (6.2.18) denklemi, aslinda 17p zamanin 77, (t) bigiminde belirtilmis bir islevi
oldugu i¢in, asagidaki gibi ifade edilebilen bir tiirevsel denklemdir.
qg=f@¢v (6.2.19)

Yukaridaki tiirevsel denklem, manipiilatoriin g, = q(t,) ile temsil edilen baslangi¢c durusu
kullanilarak tiimlevlenebilir. Bdylece, manipiilatériin zaman ic¢inde nasil hareket ettigini
gosteren g = q(t) dikeysira matrisi bulunmus olur.
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6.3. Artiksil Olarak Kullanilan Bes Serbestlik Dereceli Bir Manipiilator

-(0) =(1) =2 —(5
u3 ,u3 yUsg ug)
=(5)
| AL
s3=B
L s=B0
[ ]
| | B ||
U
SZ = OA
b3 = AB
AN
o s o
0

Sekil 6.1. Eklem Diizeni RP?R? Olan Bes Serbestlik Dereceli Bir Seri Manipiilator

Burada, 6rnek olarak, Boliim 5'teki bes serbestlik dereceli manipiilatoriin artiksil olarak
kullanilis1 gosterilecektir. Sekil 6.1'de tekrar gdsterilen bu manipiilator, bu kez yalnizca, P
noktasinin istenen bi¢cimde hareket ettirilmesi amaciyla kullanilacaktir. Dolayisiyla, islem
uzayi 3 boyutlu; eklem uzayi ise 5 boyutludur.

6.3.1. ileri Kinematik Iliskiler

Ornek manipiilatér icin daha 6nce Boliim 5'te yazilmis olan ileri kinematik esitlikleri,
kolaylik amaciyla, konum ve hiz diizeylerinde, asagida tekrar yazilmistir.

C = eUsb1M2bs o105 plpm/2 (6.3.1)
p = e®O1[ii, (53 + dsch,) + Uyc5 + Uz(sy — dssb,)] (6.3.2)
W = 6,75 + 0,e%30111, + O ef01eT0uy, (6.3.3)
7 = e¥sb1 [ﬁ1(5'3 — ds0,560, — 6391)

+ 11, (53 + dsc0,)0; + i3 (S, — ds6,c6,)] (6.3.4)
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Yukarida esitliklerde yer alan c; parametresi s0yle tanimlanmistir.
C3 = b3 - d4, (635)
6.3.2. Eklem Degiskeni Tiirevleri I¢in En Iyi Ters Kinematik Coziim

Bu kisimda, islem aygitinin agisal hareketi serbest birakilmis fakat u¢ noktasinin ii¢ boyutlu
islem uzayindaki istenen hareketini temsil etmek iizere hiz1 ¥ = v(t) bigiminde belirtilmistir.
Bu durumda ortaya ¢ikan artiksillik belirsizligini gidermek i¢in asagidaki islevin en kiigiik
yapilmasi istenmektedir.

U= %(kllgélz + kp$2 + k3$2 + k1207 + k51262) (6.3.6)
(6.3.6) denkleminde ky, ..., ks birimsiz agirlik katsayilaridir; [, ise terimlerin ayni birime
sahip olmasini saglayan ve degeri uygunca belirlenmis olan bir uzunluk parametresidir.

Problemin ¢6ziimiine (6.3.4) denklemi asagidaki gibi yazilarak baglanabilir.

ﬁ1($‘3 - d594$94 - C39.1) + ﬂ2(53 + d5C94)0.1 + ﬂ3($‘2 - d594C04)

— o—labi (6.3.7)
(6.3.7) denkleminden asagidaki ii¢ skalar denklem elde edilebilir.
$3 — ds0,50, — c30, = ke ™95 = v, ¢, + v,560, (6.3.8)
(s3 + dsc6,)0; = ube %0915 = v,c0; — v;56, (6.3.9)
$, — ds0,c0, = ke 015 =y, (6.3.10)

Fiziksel nedenlerle s; + dsc, # 0 oldugu igin, (6.3.9) denklemi, 8, e. d. tiirevini, tekillik
sorunu olmaksizin ve eniyilestirme Ol¢ilitiinden bagimsiz olarak soyle verir.

91 = (v2C91 - 121591)/(53 + d5C04) (6311)

(6.3.10) ve (6.3.8) denklemleri ise, $, ile $; e. d. tiirevlerini, yeni belirlenmis olan 6; ile
heniiz belirlenmemis olan 6, e. d. tiirevlerine bagl olarak soyle verir.

$, = v3 + ds0,c6, (6.3.12)

$3 = 0,00 + 1,50, + 30, + ds6,50, =

§3 = Vi3 + ds0,50, (6.3.13)
(6.3.13) denkleminde su tanim kullanilmistir.

Vip3 = V1C0; + 1,50, + c36, (6.3.14)

(6.3.11) - (6.3.13) denklemlerinin varliginda, (6.3.6) denklemindeki U islevini en kiigiik
yapmak icin kullanilabilecek bagimsiz e. d. tiirevleri olarak yalnizca 05 ile 6, kalmaktadir.
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Problemin bdylesine basitlesmesi iizerine, Lagrange c¢arpanlari kullanmaya gerek kalmadan,
U islevinin en kii¢lik yapilmasi, asagidaki denklemlerin saglanmasiyla gergeklesir.

U /005 = k51205 = 0 (6.3.15)
QU /30, = ky$,(5,/06,) + ks$3(55/06,) + k20, = 0 =

ky(vs + ds0,c0,)(dscBy) + k3 (V193 + d50,50,)(dss6,) + k1260, =0 =
[ko(dscB)? + k3(dss04)* + kyld]6,

= —[(k2ds5c0,)v3 + (k3d556,)v123] (6.3.16)

(6.3.15) ve (6.3.16) denklemleri, (6.3.6) degerlendirme 6lgiitiine gore en iyi olan 65 ile 6,
degerlerini asagidaki gibi verir.
6 =0 (6.3.17)

_ (kpds5cB)v3+(k3dss64) V123
ko (ds5c04)2+k3(dss04)%+k 1%

0, = (6.3.18)
6, icin en iyi deger yukardaki gibi belirlendikten sonra, bu degere karsilik gelen s, ile $5 e. d.
tiirevlerinin degerleri de, (6.3.12) ve (6.3.13) denklemlerinden belirlenir.

6.3.3. Eklem Degiskenleri Icin En Iyi Ters Kinematik Céziim

Manipiilator yukarida belirlenen en iyi e. d. tlirevleri ile hareket ederken durusunun zamanla
nasil degistigini gérmek i¢in tiimlevlenmesi gereken tiirevsel denklemler, (6.3.11) ve (6.3.18)
denklemleridir. Bu denklemler, asagida gosterilen baglasik tiirevsel denklem sistemini
olustururlar.

U2C91—U1591
S3+d5C64

(6.3.19)

1:

d5 [k2U3C94+k3 (U1C91+v2591)564](53 +d5C94)+k3C3d5(Vzcel—V1$91)594
[kz(d5C64)2+k3(d5594)2+k4l%]($3 +d5€64)

0, = (6.3.20)

Yukaridaki tiirevsel denklem sistemi, dogrusalliktan epeyce uzaktir. Dolayisiyla, 6;(t) ve
0,(t) eklem degiskenleri ancak uygun bir sayisal ¢oziim yontemiyle bulunabilirler.

Daha sonra, (6.3.12) ve (6.3.13) denklemlerinin tiimlevleri alinarak s,(t) ve s;(t) eklem
degiskenleri de bulunabilir.

(6.3.17) denklemine gore ise, 85 eklem degiskeni, baslangictaki degeri neyse, o degerde sabit
kalir.

Boylece, eklem degiskenlerinin tiimii, zamanin islevleri olarak bulunmus olur. Bu asamadan
sonra, eger istenirse, (6.3.1) ve (6.3.2) denklemleri kullamlarak C(t) ile p(t) matrisleri de
bulunabilir.
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BOLUM 7
PARALEL MANIiPULATORLERIN KINEMATIK ANALIZi

7.1. Paralel Manipiilatorlerin Genel Tanim

Bir paralel manipiilatoriin islem aygiti, manipiilatoriin zeminine birden fazla kinematik
zincirle baghdir.

Yukaridaki tanima uyan kinematik yap1 sayesinde, bir paralel manipiilator, asagi yukar1 ayni
boyutdaki bir seri manipiilatoriin saglayabilecegi konumlama hassasiyetini, ¢ok daha biiyiik
yiiklenmelere karsi bile saglayabilir.

Buna karsilik, aym1 kinematik yapi nedeniyle, bir paralel manipiilatoriin islem aygitina
saglayabildigi ¢aligma hacmi, asag1 yukar1 ayni boyutdaki bir seri manipiilatoriinkine gore
cok daha kiiciiktiir.

7.2. Paralel Manipiilatorlere Ait Kinematik Esitlikler

Sekil 7.1. Genel Bir iki Platformlu Paralel Manipiilator

En genel bigimiyle bir paralel manipiilator, n;z adet iki eklemli ve n;p adet ¢cok eklemli
(ikiden ¢ok eklemi olan) uzuvdan olusur. Cok eklemli uzuvlar, genellikle, manipiilatoriin
platformlarini olustururlar. Iki eklemli uzuvlar ise, platformlar arasindaki baglaglar1 (seri
kinematik zincirleri) olustururlar. Bagla¢ uzvu eklemleri olarak, genellikle, doner ve/veya
kayar eklemler kullanilir. Baz1 durumlarda, pratik nedenlerle, silindirsel eklemler kullanilsa
bile, bu eklemlerin déonme serbestlikleri goz ardi edilerek kinematik islemlere kayar eklem
olarak dahil edilebilirler.
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Bu bolimde yalnizca iki platformlu paralel manipiilatdrler géz oniine alinacaktir. Cesitli
uygulamalarda kullanilan paralel manipiilatorlerin hemen hemen hepsi, bu gruba girmektedir.
Boyle bir manipiilatoriin platformlarindan biri sabittir ve manipiilatdriin zeminini olusturur.
Diger platform ise hareketlidir ve islem aygitini tagir. Sabit ve hareketli platformlar arasinda
ise, iki eklemli uzuvlardan olusan baglaglar yer alir. Bu tiir manipiilatérlerin baglaglari,
genellikle, "bacak" olarak adlandirilir.

iki platformlu bir paralel manipiilator, Sekil 7.1'de gdsterilmistir. Manipiilatoriin platformlari,
genellikle oldugu gibi, diizlemsel bigimdedirler. Sabit platform, merkezi O olan ve
eklemlerini By, B, ..., By noktalarinda tasiyan uzuvdur. Hareketli platform, merkezi R olan
ve eklemlerini Z,,Z,, A noktalarinda tasiyan uzuvdur. Manipiilatoriin bacaklari, kesikli
cizgilerle ve I3, 13, ..., I, simgeleriyle gosterilmistir. Bacaklardan Iy, n, adet iki eklemli
uzuvdan olusur. Genellikle, tiim bacaklar esit sayida uzva sahip olurlar. Yani, tim k =
1,2, .., ng i¢in, np, = np olur. Manipiilatoriin islem aygiti ise, hareketli platforma dik olarak

sabitlenmis olan RP dogru pargasiyla temsil edilmistir.
7.2.1. Topolojik Esitlikler

Alt1 boyutlu islem uzayinda calisan bir paralel manipiilatoriin serbestlik derecesi (ngg)
asagidaki Kutzbach-Griibler formiiliiyle bulunabilir.

nSB = 6TlL - (5”]1 + 4‘n]2 + 31113 + 27114 + les) (721)

(7.2.1) formiiliinde, n; toplam uzuv sayist olmak iizere, n;, = n; — 1 hareket edebilen uzuv
sayisini, ny, ise k serbestlik dereceli eklem sayisim gostermektedir.

Tipik bir paralel manipiilatorde, tek serbestlik dereceli eklemler, doner ya da kayar eklem
olabilir; iki serbestlik dereceli eklemler, silindirsel ya da tiniversel eklem olabilir; g
serbestlik dereceli eklemler, kiiresel eklem olabilir; dort ve bes serbestlik dereceli eklemler
ise bulunmaz. Dolayisiyla, Kutzbach-Griibler formiilii asagidaki bi¢cime sadelesir.

Ngp = 6TlL - (5”]1 + 4‘”]2 + 3”]3) (722)

Bir paralel manipiilatoriin igerdigi bagimsiz kinematik dongii sayist (ngp), asagidaki
formiille bulunabilir.

Ngp = n] —n (723)
(7.2.3) formiiliinde, n; toplam eklem sayisidir. Yani,

Bir paralel manipiilatériin kinematik betimlenmesi i¢in gerekli ve yeterli olan eklem
degiskeni sayis1 (ngp), asagidaki formiille bulunabilir.

ngp = 6ngp + Nsp (7.2.5)
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(7.2.5) formiiliinde, ngg "eyletimli eklem degiskeni" sayisini, 6ng, ise "eyletimsiz eklem
degiskeni" sayisin1 gostermektedir.

Dogal olarak, eyletimli eklem degiskeni sayisi, manipiilatoriin serbestlik derecesine esittir.

Eyletimsiz eklem degiskeni sayisinin 6ngp olmasmin nedeni ise, bu degiskenlerin, altisar
altigar, sayis1t ngp olan bagimsiz kinematik dongii denklemleri kullanilarak eyletimli eklem
degiskenleri cinsinden bulunabilmeleridir.

7.2.2. Kinematik Denklemler

Sekil 7.2. Bacak Ayrintisi

a) Islem Aygitinin Yonelimi:

Bacak sayis1 ng olan bir paralel manipiilator i¢in islem aygitinin ve bagli oldugu hareketli
platformun, yani F, eksen takiminin, zemine bagl F, eksen takimima gore yonelimi, ng
degisik bicimde ifade edilebilir. Soyle ki,

COp) — EObi) ¢ (brzi) ¢ (2kp) (7.2.6)
CWrzr) = (brcr) G (Crdi) ... ¢ Xy ¢ Viezk) (7.2.7)
k == 1,2, ...,ns

(7.2.7) denklemi, k-yinci bacagi olusturan iki eklemli uzuvlar arasinda yazilmistir. Bu

uzuvlar sunlardir: By ile Cy arasindaki L, , Cy ile Dy arasindaki Ly, , ... , Xj ile Y, arasindaki

Ck?
Ly, . Sonuncu iki eklemli uzuv i¢in, Y, = Z; ¢akistirmasi yapilmigtir.
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b) Islem Aygitinin Ug Noktasmin Konumu:

Bacak sayis1 ng olan bir paralel manipiilator i¢in u¢ noktasinin (P noktasinin) zeminin O
noktasina gore konumu da, ng degisik bi¢cimde ifade edilebilir. Soyle ki,

- - - - -

Top = ToB, T TByz, T Tz r + TRP (7.2.8)
- - - - -

erZk = erYk = erCk + erDk + -t erYk (729)
k = 1, 2, e, Ng

(7.2.9) denklemi, k-yinci bacagi olusturan ve yukarida betimlenen iki eklemli uzuvlar
arasinda yazilmistir. Hatirlatmak gerekirse, sonuncu iki eklemli uzuv i¢in, Y, = Zj

cakistirmas1 yapilmistir. Ayrica, L , Ly, uzuvlarmin boylari da, cy, ..., ¥, simgeleriyle

Cpt
gosterilmistir.

(7.2.8) ve (7.2.9) denklemlerinin zemine bagli F, eksen takimindaki matris karsiliklar1 sdyle

yazilabilir.
Top = COPOTILN + 730} + COMITER + COPRD (7.2.10)
—(0) _ —~(0) _ A(0,cp)=(ck) A(0,d;).=(dK) A(0.71)=Vk)
T8z, = TRy, = C( Ck)er’ék + (¢ k)TCkl,;k + o4 (C J’k)rxkgk (7.2.11)

c¢) Yonelimsel Dongii Kapanim Denklemleri:

(7.2.6) denklem grubundaki ng denklemden yalnizca biri, rnegin birinci, C(®P) matrisini
ifade etmek icin yeterlidir. Geri kalan ngp = ng — 1 adet denklem, aym €©P) matrisini
verdikleri gergegiyle birinciye esitlenerek asagidaki yonelimsel dongii kapanim denklemleri
elde edilir.

EObi) G (brozi) (@) = ((O0b1) ((b1.21) ((Z1.0) (7.2.12)
k = 2, 3, ey Ng
d) Konumsal Dongii Kapanim Denklemleri:

(7.2.8) denklem grubundaki ng denklemden yalnizca biri, drnegin birinci, 7yp vektoriinii
ifade etmek icin yeterlidir. Geri kalan ngp = ng — 1 adet denklem, aym 7yp vektoriinii
verdikleri gergegiyle birinciye esitlenerek asagidaki konumsal dongii kapanim denklemleri
elde edilir.

7031( + 7_}Bka + FZkR = 7_")031 + FBlzl + leR (7.2.13)
k=23, .., ng

Konumsal dongii kapanim denklemleri, asagida goriildiigli gibi, matris denklemleri bigiminde
de yazilabilir.
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COPIFED 1 7:0) 4 ORI

k = 2, 3,...,n5

7.3. Ornek Paralel Manipiilator

ﬁip) — ﬂ§Z1)

(0) _ 2(b1)
1

Sekil 7.4. Universel Eklemlerden Birinin Ayrimtilar:
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7.3.1. Ornek Paralel Manipiilatoriin Kinematik Yapisi

Sekil 7.3'te, ii¢ bacakli bir paralel manipiilator goriilmektedir. Manipiilatoriin bacaklari
zemine (sabit platforma) {iniversel eklemlerle, hareketli platforma ise kiiresel eklemlerle
baglanmistir. Her iki platform da daireseldir ve bu nedenle platformlara ait sabit uzunluklar
platformlarin yarigaplar1 olarak sdyle alinmistir.

b1=b2=b3=1‘0 ve Z1=Z2=Z3=Tp

Ayrica, platformlarin tasidigt eklemler 120 derecelik esit araliklarla yerlestirilmistir.
Bacaklar1 olusturan uzuvlar birbirine kayar eklemlerle baglanmistir. Eksenleri birbirine dik
olan iki doner eklemden olusan iiniversel eklemlerden birinin ayrintilari Sekil 7.4'te
gosterilmistir.

Manipiilator, bacaklarindaki kayar eklemler ve iiniversel eklemlerindeki azimut islevli doner
eklemler tarafindan eyletilmektedir. Buna gore, eyletimli eklem degiskenleri sunlardir.

b1, P2, $3; 51, S2, S3
7.3.2. Ornek Paralel Manipiilatore Ait Kinematik Denklemler

a) Yonelimsel Dongii Kapanim Denklemleri:

C(0.b2) B(b2,52) ((52,22) ((220) = ((0.b1) ¢ (b1,51) ((s1.21) ((Z1,0) (7_3.1)
C(0.b3) A(b3,53) ((53,23) ((23.0) = (F(0.01) E(b1,51) ((s1,21) ((Z1,0) (7_3.2)

(7.3.1) ve (7.3.2) denklemleri, manipiilatoriin kinematik Ozellikleri ve 8, = 2m/3 tanimi
kullanilarak s6yle yazilabilir.

[e73%0] [eTsP2 U202 [eﬁiazeﬁjﬁzeﬁkn] [e~T3%0]
= [e%0][eTsP1eT201][eTi% ¢¥jP1TkV1][o~H30) (7.3.3)
[e‘ﬁ3‘50] [e73¢T205] [eﬁia3eﬁjﬁgeﬁky3] [eﬁ36‘0]
— [eﬂgo][eﬁgqbleﬁzel][eﬁialeﬁjﬁleﬁkyl][e—ﬁgo] (7.3.4)

Zorunlu olmasa da, kiiresel eklem agilar1 i¢in 2-1-3 siralamasi kullanilirsa, (7.3.3) ve (7.3.4)
denklemleri asagidaki gibi sadelestirilebilir.

eﬂ3 (¢2+50)eﬁ2(92+“2)eﬁ152 eﬁ3(Y2—50)
= plaP1pt2(01+a1) o U1 f1 pUUzV1 (7_3.5)
e3($3=60) pU2(O5+a3) U1 B3 o Uz (V3+80)

— eﬁ3¢1eﬁ2(91+a1)eﬁ1ﬁ1eﬁ3yl (736)
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b) Konumsal Dongii Kapanim Denklemleri:
ToB, + T8z, + Tz,r = ToB, + 8,2, + Tz,R (7.3.7)
Top, + Tg,z, + Tz,r = Top, + T8z, T T2,R (7.3.8)

(7.3.7) ve (7.3.8) denklemleri, manipiilatoriin kinematik 6zellikleri kullanilarak sdyle
yazilabilir.

ol " + 5,08 — 1% = g u™ + s, ul — (7.3.9)
roﬂin) + szﬁgsz) — rpﬁ§22) = roﬁgbl) + slﬁgsl) - rpﬁgzl) (7.3.10)

(7.3.9) ve (7.3.10) denklemlerinin F, eksen takimindaki matris karsiliklar1 sdyle yazilabilir.
roCObDG, 4 5,0OBI(brsy, . (O (basn) (G2,
= 1,COPIT, + 5, COPI P15, — 4 COPD CBrsD) (G120, (7.3.11)
roCOPIE, 4 5,00 (as), . (00 ((base) (Gazy,
= 1O, 4 5, (OB O8O,y (OB (b1 (12, (7.3.12)

llgili yonelim matrislerinin ifadeleri yerlerine konduktan sonra yapilan islemlerle (7.3.11) ve
(7.3.12) denklemleri asagidaki bigcimlere getirilebilir.

elzdo [roil; + PLEL PP (s,1l3 — rpeﬁzazeﬁ1ﬁzeﬁ3yzﬁ1)]

= 1ol + eBP1e™201(s iy — neTz®1etbrelsriy)) (7.3.13)

e—ﬂ350 [7”01_11 + eﬁ3¢3eﬁ293 (531_13 — rpeﬁzaseﬁlﬁ3eﬁ3)’3a1)]

= 1ol + eBP1e™201 (s iy — neTzt1etbrelstiy) (7.3.14)
c) Islem Aygit1 Yonelim Denklemi:

Islem aygitinin ydnelimi, en sade bigimiyle, birinci bacak iizerinden ifade edilebilir. Bu ifade
sOyledir.

COP) = EO0b1)(b1,51) ((51,21) ((21P) = pUs0F(D1,51) ((51,71) U0 —

COp) = (b1s)(5171) = (eﬁ3¢1 eﬁzel)(eﬁzﬂh et1b1 eﬁsh)
C = C©P) kisaltmasi kullanilarak yukaridaki denklem soyle yazilabilir.

C = eUsP1pl2(01+a1) Ui f1pUsV1 (7.3.15)
¢) Islem Aygitinin U¢ Noktasinin Konum Denklemi:

Islem aygitinin u¢ noktasinin konumu da, en sade bigimiyle, birinci bacak iizerinden ifade
edilebilir. Bu ifade soyledir.
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Top = Top, + Tp,z, + Tz,r + Trp =
Pop = byd™ + 5,05 — 1 u + d,ud (7.3.16)
(7.3.16) denkleminin F, eksen takimindaki matris karsilig1 soyle yazilabilir.

770(12) - Toé(o’bl)ﬂl + Slé(o.b1)é(b1.51)ﬁ3 — rpCA(OJM)6(b1,51)é(51’z1)a1

+ dpCA‘(O.b1)é(b1'51)CA(SLZ1)CA(ZLP)Q3 =

T_O(g) =r1ou; + eﬁ3¢1eﬁ291 [51a3 + eﬁza’leﬁ1ﬁleﬁ3h (dpﬁB — Tpﬁ1)] (7317)

Manipiilatoriin P ve R noktalarinin konumlarii temsil etmek {izere, seri manipiilatorlerde
oldugu gibi, asagidaki 6zel simgeler kullanilabilir.

Pzt = 7=7@ =7 (7.3.18)
P=rop = p=p =7y (7.3.19)
Bu simgeler kullanilarak P ve R noktalarinin konumlar1 i¢in agagidaki denklemler yazilabilir.
p = 1oty + eBPre™b[s 5, + eT2®eTbrelsVi(d,U; — 1,)] (7.3.20)
7 =1rotiy + eBP1e®201 (s 11, — rpeﬁzaleﬁlﬁleﬁﬂ’lﬁl) (7.3.21)

p=7+ dpeﬁ3¢1eﬁ2(91+a1)eﬁ1ﬁ1eﬁ3ha3 =
p =7+ d,Cis (7.3.22)

p=7+ dpeﬁ3¢1eﬁ2(91+a1)eﬁ1ﬁ1ﬂ3 (7.3.23)
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7.4. Ornek Paralel Manipiilator icin Ters Kinematik Céziim

_ =0
= Top

dikeysira matrisine karsilik gelen eyletimli ve eyletimsiz eklem degiskenleri, asagida
aciklanan bi¢cimde belirlenebilir.

fslem aygitinin istenen durusunu belirtmek iizere verilen ¢ = €(©P) matrisine ve p

Kisim 7.3'teki denklemlere dayanarak asagidaki denklemler yazilabilir.

elsP1pt2(01ta))pthif1plisv1 = ¢ (7.4.1)
o T3 ($2+80) U2 (02+2) p 1 B2 Tl (V2=80) — (° (7.4.2)
o T3 ($3-80) U2 (03+3) p 1 B3 p Tl (Y3+80) — (° (7.4.3)
p =7+ d,Cis (7.4.4)
oty + eB%1e™2%1 (s Uy — reletetibieniy ) = 7 (7.4.5)
e™3% [rout; + e™P2eM202 (5,1, — 1 eM2®2e™breaV2y )] = 7 (7.4.6)
e W%,y + e3P3e2% (5505 — rye"2%eMiPie™N3y,)| = 7 (7.4.7)

C ve p bilindigine gore, ilk is olarak asagidaki denklemle 7 belirlenir.

F=p—d,Cu; (7.4.8)
Artik bilinen 7 i¢in, (7.4.5) - (7.4.7) denklemleri soyle diizenlenebilir.

TolUq + sleﬁ3¢1eﬁ291ﬁ3 - rpéﬁl =7 =

Sleﬁ3¢1eﬁ261’a3 = ’)'_' -|- (Tpé —_ Toi)ﬁl (749)

Tolly + s,e™P2e2024; — 1 e UsS0Cellsdoy = e Wby —

spetP2eM2027; = o707 + (1,,C — rp[)e™%q;] (7.4.10)
Tolly + s3e™3P3e203q, — 1 e300 CeWadoy = eMslof —

sze3P3eM2b37; = eWo[F + (1,C — ryl)e %7, (7.4.11)

(7.4.9) - (7.4.11) denklemleri taraf tarafa devrikleri (transpozlari) ile garpilarak bacak boylari,
asagida s, i¢in ayrintis1 gosterilen bigimde belirlenebilir.

~ ~ N 4 ~ ~ _ _ o~ o~ ~ ~ _
(Sleu3¢1eu291u3) (Sleu3¢1eu291u3) = Slz(uge u261€ u3¢1eu3¢1eu291u3) = S%

= [F+ (€ — oDy ] [F + (r,C — o))y ] =
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Sl = \/[f + (Tpé - Toi)ﬂl]t[f + (Tpé - roi)ﬁl] (7412)
Sz = J[f + (1,C — rpl)esdon |¢[7 + (1,C — rpl)eadoqy | (7.4.13)
S3 = \/ [F+ (1, C — rol)e 80t J*[F + (1, C — rol)e =001, (7.4.14)

Bacak boylar1 belirlendikten sonra, ¢p; ve 6, acilarini belirlemek iizere, (7.4.9) denklemi
sOyle yazilabilir.

eﬁ3¢1eﬁ291ﬁ3 = ﬁl = [f + (T‘pé - rof)ﬁl]/sl =

el2b1y, = e WPy, (7.4.15)
Dikkat edilirse, 71, = @S/ =
dogrultusunu gosteren birim vektorii temsil etmektedir.

(7.4.15) denkleminden asagidaki skalar denklemler elde edilebilir.

[Tigsl)](o) olmaktadir. Diger bir deyisle, 7i;, birinci bacagin

ute®01y, = gle %P1y, = ul(l3ch, + i1y50,) = (@cp, + ibsp)n;, =

s6; = nqycpq +nya5P, (7.4.16)
ube®b1y; = ube ™1, = ub(izch; + U;56,) = (Uhcp, — ulsp)n, =

0 =ny,cp; —Ny1SPy (7.4.17)
ube®b1y, = ule WP, = ul(iizch, + Uy s6,) = uin; =

cO; =ny3 (7.4.18)

Eger ny, = ny; = 0 degilse, yani birinci bacak zemine dik degilse, (7.4.17) denklemi, ¢
acisinin siniisiinii, kosiniisiinii, ve kendisini sdyle verir.

Sy = oynyp/yniy + 1, (7.4.19)
C¢1 = 0-17111/\/ Tl%l + n%z (7420)

¢, = atan,(oyny3, 01N41) (7.4.21)

o = *1 (7.4.22)
Bunun iizerine, (7.4.16) ve (7.4.18) denklemleri de, 6, agisini1 sdyle verir.

0, = atan,(ny,c¢p, + ny,5¢,,n43) = atan, (01\/m. Nny3) (7.4.23)
Yukaridaki denklemlere gore, eger o, = +1 se¢imi, 6; ve ¢, acilarimi verirse, g; = —1
segimi, 8; = —6; ve ¢; = ¢, + m agilarimt verir. Bununla birlikte, bu durum, Sekil 7.4'ten

de goriilebilecegi gibi, eklemin durusunda bir fark yaratmaz. Dolayisiyla, genelligi
bozmaksizin o; = +1 secimi yapilabilir.
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Eger ny, = ny; = 0 ise, yani birinci bacak zemine dikse ve dolayisiyla 6; = 0 ise, bir
"konumsal tekil durum" ortaya cikar ve (7.4.15) denklemine gore ¢, agisi belirsizlesir.
Ayrica, boyle bir tekil durumda, ¢, acis1 hareketli platform tlizerindeki etkinligini kaybeder.
Ote yandan, ¢, eyletilen bir a¢1 oldugu icin, sdzii edilen tekil durumda, ¢, agisinin eyleticisi
etkisizlesmis olur.

Diger aci giftleri, {¢,, 65} ile {¢3, 65}, yukaridakine benzer bir bi¢imde, (7.4.10) ve (7.4.11)
denklemlerinden belirlenebilirler. $oyle ki,

eWsb2eabeyy, = 1, = e~ Usdo[f 4 (Tpé —rpDe™%a,]/s, =
2027, = o~Tstafy, (7.4.24)
eWsP3plabsy, = i, = e¥sdo[f + (Tpé —roDe ™%h,]/s3 =
elabsqp, = o~Tads, (7.4.25)

Eger n,, = n,; = 0 degilse, yani ikinci bacak zemine dik degilse, (7.4.24) denklemi, ¢, ve
0, acilarin1 o, = +1 se¢imiyle sdyle verir.

¢, = atany (N3, Nay) (7.4.26)
6, = atan,(y/n3; +nj,,ny3) (7.4.27)

Eger ikinci bacak zemine dikse, yani 8, = 0 ise, ikinci bir konumsal tekil durum olusur. Bu
tekil durumda, ¢, acisi1 belirsizlesir ve ¢, agisinin eyleticisi etkisizlesir.

Eger ny, = n3; = 0 degilse, yani ligiincii bacak zemine dik degilse, (7.4.25) denklemi, ¢5 ve
05 acilarini o3 = +1 se¢imiyle sdyle verir.

¢3 = atanz(n32,n31) (7428)
05 = atan,(y/n3, + n2,, ns3) (7.4.29)

Eger tiglincii bacak zemine dikse, yani 85 = 0 ise, li¢lincii bir konumsal tekil durum olusur.
Bu tekil durumda, ¢5 agisi belirsizlesir ve ¢p5 agisinin eyleticisi etkisizlesir.

Tekil durumlar disinda, zemin ve bacak eklemlerine ait degiskenler belirlendikten sonra,
kiiresel eklemlere ait degiskenler de belirlenebilirler. Bu amagla, (7.4.1) - (7.4.3) denklemleri
sOyle yazilabilir.

e2®1gtBrolsnt = P = g %011 (7.4.30)
el2@2 o1 B2 plizY2 — ﬁz = e U202 p—Us(P2+680) (F pUsbo (7.4.31)
el2@3 o1 f3 plizYs — ﬁ3 = o U203 p—U3(¢3-80) o —Uzd0o (7.4.32)
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Yukaridaki denklemlerdeki D;, D,, D; matrisleri, verilen ¢ matrisi ve belirlenmis olan
iiniversel eklem degiskenleri cinsinden bilinmektedir. Kiiresel eklem degiskenleri ise, bu
denklemlerin sol taraflarinda 2-1-3 siralamasina gore yer almaktadir. Dolayisiyla, s6z konusu
denklemler, 2-1-3 siralamasina gore ¢oziilerek kiiresel eklem degiskenleri belirlenebilir.
Coziimiin D; i¢in elde edilisi asagida gosterilmistir. Coziim, D, ve Ds igin de benzer bi¢imde
elde edilebilir.

ﬂéeuzaleulﬁleu3ylﬁ3 = ﬁ§D1ﬁ3 = ﬁgeﬁlﬂlﬁ'ﬁ = d123 =

Sy = —dq,3 (7.4.33)

ubeeMetibrelsviy, = 4iD i, = ule™e%eWbiiy =d 3 =

cai;cfy = dqz3 (7.4.34)

ulemelibrelany, = 4tD,fi; = ule®®elbiy, =d;;; =

sa,cB1 = dq13 (7.4.35)

ubete@etibrelsviy, = 4D i, = ute®™bre®ny, =d;p; =

cP1Sy1 = di1 (7.4.36)

ubee®etibrelsviy, = 4iD 11, = ube™bPrelaniy, =d,,, =

cficyr = diz (7.4.37)
(7.4.33) denklemi, B, agisini soyle verir.

By = atany(—dyz3, 011 — d2;5) (7.4.38)

o =+1 (7.4.39)
Eger cf3; # 0 ise, (7.4.34) - (7.4.37) denklemleri, diger iki a¢iy1 sdyle verir.

a, = atan,(o;d;13,0,d133) (7.4.40)

Y1 = atany(01d;21, 01d122) (7.4.41)

Yukaridaki oy isaret degiskeninin segilen degeri, kiiresel eklem tizerinde hig¢ bir goriiniir fark
olusturmaz. Dolayisiyla, genelligi bozmaksizin o; = +1 se¢imi yapilabilir.

Eger cB; =0 ise, yani B; = oym/2 = +m/2 ise, 2-1-3 siralamasindan kaynaklanan bir
konumsal tekil durum daha olusur. Boyle bir tekil durumda, (7.4.30) denklemi {izerinde su
islemler yapilabilir.

eﬁ2a1eﬁ10'07f/26173]/1 — 51 = eﬁ2a1e—ﬁ200)’1eﬁ100”/2 — 51 =

e2(@17%1) = P = D, e~ M1%0/2 (7.4.42)
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(7.4.42) denklemine gore, sozi edilen tekil durumda, a; ve y; acilart ayr1 ayri
belirlenemezler. Bununla birlikte, g; = /2 ise (a; —y;1) agisy, f; = —m/2 ise (a; + y41)
acist, (7.4.42) denklemi kullanilarak belirlenebilir.

7.5. Ornek Paralel Manipiilator icin ileri Kinematik Céziim

Eyletimli eklem degiskenlerinin belirtilen degerlerine bagli olarak ortaya ¢ikan € = C(©P)
matrisi ve p = fég) dikeysira matrisi ile eyletimsiz eklem degiskenleri, asagida agiklanan
bicimde bulunabilir. Coziime baslangic olarak, Kisim 7.4'teki denklemler, asagidaki tekrar
yazilmigtir.

eTsb1pT2(01+a1) a1 plays — ¢ (7.5.1)
oTl3($2+60) T2 (02+2) W1 B2 o T3 (Y2—80) — (° (7.5.2)
oTl3($360) 2 (03 +03) W1 B3 o T3 (V3 +80) — (7.5.3)
p =7+ d,Cis (7.5.4)
roily + eTs®1et201 (s 7, — rpeazaleﬁlﬁleﬁgnal) =7 (7.5.5)
%[yl + e™P2e™02 (5,13 — nyeT2eMibre™2n)] = 7 (7.5.6)
e B00[ry1l; + eT3P3e™203 (53715 — reT2 B ebresYsy )] = F (7.5.7)

(Cozlime ulagsmak icin yapilacak ilk is, eyletimsiz eklem degiskenlerini bulmaktir. Boylece
tiim eklem degiskenleri bilinmis olacag: i¢in, 6nce C ile ¥ ve onlarin pesinden p, (7.5.1),
(7.5.5), ve (7.5.4) denklemleri kullanilarak bulunabilir. Eyletimsiz eklem degiskenleri ise,
dongii kapanim denklemlerinden bulunabilir. Dongli kapanim denklemleri, (7.5.1) - (7.5.7)
denklemlerinden asagidaki gibi elde edilir.

a) Yonelimsel Dongii Kapanim Denklemleri:

eUs(P2+80) pU2(02+a2) U1 B2 pUs(Y2—=80) = pUsd1pUz(011a1) pU1f1pUsY1 (7_5.8)
eUs(P3=80) pU2(03+a3) U1 B3 pUs(V3+80) — pUs1pUz(011a1) pU1f1pUsY1 (7_5.9)
b) Konumsal Dongii Kapanim Denklemleri:
g p
e¥sbo [Tol_h 4+ elszd2pU202 (52a3 _ rpeﬁza’zeﬁ1ﬁzeﬁ3]/2ﬁ1)]
= 1.l + e¥3P1 17291( o — Uyay p U1 1 p UYL 7.5.10
=1, +e e Sqllz — 1€ e e'sliy, (7.5.10)
e—ﬁ350 [Tol_ll + eﬁ3¢3eﬁ293 (531_13 — rpeﬁzaseﬁ1ﬁseﬁ3)’3ﬁ1)]
= 1ol + e¥3P1 ﬁ291( 7. — 1. %201 pU1B1 pUzV1y; 7511
=1, +e e Sillz — 1€ e e"sViy, (7.5.11)

(5.7.8) - (5.7.11) denklemleri, 12 bagimsiz skalar denklem igermektedir. Bu denklemlerde
yer alan 12 bilinmeyen ise sunlardir.
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01, 0,,03; ay, az, as; By, B2, B3 V1, V2, V3

Ne var ki, (7.5.8) - (7.5.11) denklemlerini tamamen analitik olarak ¢dzmek olanaksizdir.
Ancak, yar1 analitik bir ¢6ziim elde edilebilir. Boyle bir ¢6ziim i¢in 64, 0, 05 ile ay, B4, 71
acilar1 gecici olarak biliniyormus gibi kabul edilerek (7.5.8) ve (7.5.9) denklemlerinden
asagidaki esitlikler elde edilir.

el3($2160) o202 P o ~Usbo = oUsh1T2b1 P (7.5.12)
el3(#3-60) o203 ]y pllz60 = plsPrpt2b1]), (7.5.13)

Yukaridaki denklemlerde, daha 6nce Kisim 7.4'te yapilmis olan su tanimlar kullanilmistir.

D, = e%2%1¢T1B1Uss (7.5.14)
D, = eT2%2et1h2pUs72 (7.5.15)
D; = ef2%3eM1Bsplsys (7.5.16)

(7.5.12) ve (7.5.13) denklemleri, D, ve Dj; igin soyle ¢oziiliirler.

52 = e—ﬁzezeﬁ3(¢1—¢2—5o)eﬁ291§13ﬁ350 (7.5.17)

=)

. e—ﬁ293eﬁ3(¢1—¢3+5o)eﬁ291ﬁle—ﬁ350 (7.5.18)

D, ve D, matrisleri yerlerine konunca, (5.7.10) ve (5.7.11) denklemleri asagidaki bicimlerde
yeniden yazilabilir.

eTad0[rym, + ez Taf (5,17, — 1, e~T202 g Ta(bs~b2=00) g Tab1 [ oTadog )]

= 1oty + eBP1e™20 (5,05 — 1, Dy 1)

e~Ta00[rom, + eTabaoMab (50, — 1, o~ Taba oTa(bs-43+00) o261 [ o =Tadoy )]
= 1oty + eBP1e™20 (5,05 — 1, Dy 1y)

Gerekli islemlerden sonra, yukaridaki denklemlerden asagidaki sadelestirilmis denklemler
elde edilebilir.

T.O(eﬁ350 — f)ﬁl + Szeﬁ35oeﬁ3¢zeﬁ292a3 _ Sleﬁ3¢1€ﬁ291ﬂ3

= r,e%1e™201 ], (™% — )i, (7.5.19)

To(e_ﬂ36° — i)al + S3e_ﬁ3609ﬁ3¢3eﬁ293a3 — Sleﬁ3¢1eﬁ291a3

= rpeﬁ3¢1eﬁ291ﬁ1(e_ﬁ350 - Dy (7.5.20)
(7.5.19) ve (7.5.20) denklemleri kisaca soyle de yazilabilir.

Dy, = elztetibPrelany, = %, = %,(6,,0,) (7.5.21)

D,z = eemeWbielsniz = x, = ¥5(64,603) (7.5.22)
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(7.5.21) ve (7.5.22) denklemlerinde su tanimlar kullanilmistir.

y1 = 1p(e™% — iy (7.5.23)
z; = 1ry(e"%% — N, (7.5.24)
%,(01,0,) = e %2017 WP1[g,(0,) + s,et300eTsP2oU20271,] (7.5.25)
G2(01) = ro(e™% — i1, — s,e¥P1elb1y, (7.5.26)
%3(0,,03) = e %2017 WP1[G,(0,) + sze %0elsPs W20y, ] (7.5.27)
G3(01) = ro(e ™% — i1, — s,e%P1elb1, (7.5.28)

(7.5.21) ve (7.5.22) denklemleri taraf tarafa devrikleriyle carpilirsa, D!D; = I oldugu goz
ontine alinirsa ve §, = 2w /3 oldugu hatirlanirsa, asagidaki skalar denklemler elde edilir.

ViyL = X3%, =

2r2(1 — &) = 317 = g5 gs + 2 + 2s,g5e™00eWsPzeM2027, (7.5.29)

ZiZ) = X5%3 =

212 (1 — ¢8y) = 317 = G5 gs + 53 + 255956 100eWsP3e203q, (7.5.30)
(7.5.29) ve (7.5.30) denklemleri asagidaki gibi diizenlenebilir.

q5e™%1; = hy = hy(01) = (31 — G592 — 55)/(252) (7.5.31)

g5e™% 1z = hy = h3(61) = (31 — §5Js — 55)/(253) (7.5.32)
(7.5.31) ve (7.5.32) denklemlerinde su tanimlar kullanilmigtir.

Gz = G2(61) = e P2e %00 g, (6,) (7.5.33)

33 = G3(6;) = e P3e™%0 g, (6,) (7.5.34)
Yukaridaki tanimlar kullanilarak (7.5.31) ve (7.5.33) denklemleri sdyle yazilabilir.

G230, + q21560; = h, (7.5.35)

q33¢0s + q3150; = h3 (7.5.36)

(7.5.35) ve (7.5.36) denklemleri analitik olarak c¢oziilebilir. Boylece, 6, ve 65 agilari, 6,
acisina bagli olarak soyle elde edilmis olurlar.

6, = £,(6,) (7.5.37)

05 = f3(61) (7.5.38)
Bunun tizerine, (7.5.21) ve (7.5.22) denklemleri sdyle yazilabilir.

D,y, = eetietabre®sny, = %,(6,, f,(61)) = §,(61) (7.5.39)

D,z; = eeMe™ibrelatiz) = x3(6,, f3(6,)) = &(6,) (7.5.40)
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Bir adim daha atilarak (7.5.39) ve (7.5.40) denklemleri sdyle de yazilabilir.

e®Ny, = e"mbi[em0E, (0,)] = e 1Py, (ay, 6;) (7.5.41)
e™Nz) = e Mhi[emm0E;(0,)] = e Pz (ay, 6,) (7.5.42)
(7.5.41) ve (7.5.42) denklemleri, yukarida zaten saglanarak (7.5.29) ve (7.5.30)
denklemleriyle sonug¢lanmis olan |y;| = |l/_)2| = |x,| ve |z;| = |l/_)3| = |x3| esitliklerine ek

olarak ikiser bagimsiz skalar denklem daha igerirler. Bu skalar denklemler asagida
gosterildigi gibi elde edilebilir.

uje™ Ny, = afe P, = yiicyr — yi2SYs = ¥ (7.5.43)
use™ Ny, = e P, = yi3 = Py3cBi — Pr25P; (7.5.44)
ufe™nz, = ufe Py = zy1cyy — 2155y = P (7.5.45)
use™z, = uge Py = 25 = P33cBy — PSPy (7.5.46)

(7.5.43) ve (7.5.45) denklemleri y; agis1 igin analitik olarak ayri ayri ¢oziilebilir. Bu iki
¢coziim soyle ifade edilebilir.

Y1 = @1(aq,6;) (7.5.47)

Y1 = @2(aq,6;) (7.5.48)

(7.5.44) ve (7.5.46) denklemleri de f; agisi i¢in analitik olarak ayr1 ayri ¢oziilebilir. Bu iki
¢oziim de soOyle ifade edilebilir.

B1 = ¢3(ay,61) (7.5.49)

B1 = @4(aq,6,) (7.5.50)
(7.5.47-48) ve (7.5.49-50) denklem ciftlerinden asagidaki iki denklem elde edilir.

¢1(a, 01) = @,(ay,61) (7.5.51)

®3(ay,6;) = @u(ay, 61) (7.5.52)

Yukarida elde edilen son iki denklemden 6; ve «; agilar1 bulunabilir. Ne var ki, bu iki
denklem ancak sayisal bir yontemle ¢oziilebilir.

Boyle bile olsa, baslangicta 12 bilinmeyen igeren ileri kinematik problemi, yukarida
uygulanisi gosterilen yari-analitik yontem sayesinde yalnizca iki bilinmeyen igeren ¢ok daha
basit bir sayisal ¢coziim problemine indirgenebilmistir.

0; ve a4 acilar1 bulunduktan sonra, (7.5.47) ya da (7.5.48) denkleminden y; agis1; (7.5.49) ya
da (7.5.50) denkleminden f; acisi, (7.5.37) ve (7.5.38) denklemlerinden de 8, ve 65 agilar
bulunur.

Daha sonra, (7.5.14) ile (7.5.17) ve (7.5.18) denklemleri, D; ile D, ve D; matrislerini, asagida
tekrar yazildig1 gibi verir.
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D, = e%2%1gM1B1Usn1 (7.5.53)
52 — e—ﬁzezeﬁs(¢1—¢2—50)eﬁ291§13ﬁ350 (7.5.54)
E3 = e—ﬁzeseﬁs(¢1—¢3+50)eﬁzelﬁle—ﬁ35o (7555)

D, ve D; matrisleri de bulunduktan sonra, ikinci ve iigiincii kiiresel eklem degiskenleri,
asagida tekrar yazilan (7.5.15) ve (7.5.16) denklemlerinden bulunabilir.

e2z o1 B2 pUsY2 — 52 (7.5.56)
23 o1 B3 pUsYs — §3 (7.5.57)

Coziimiin son asamasinda ise, ¢ yonelim matrisi ile ¥ ve p dikeysira matrisleri, (7.5.1),
(7.5.5), ve (7.5.4) denklemleri kullanilarak asagidaki gibi elde edilirler.

C = eUsP1pl2(01+a1) pllif1pMUsYr (7.5.58)
7 = 1rtiy + efP1e¥201 (51113 — rpeﬁzaleﬁlﬁleﬁﬂlﬁl) (7.5.59)
p=7+d,Ct; =7+ d,eBP1erta)ehbiy, (7.5.60)

7.6. Paralel Manipiilatorlere Ait Genel Kinematik iliskiler

7.6.1. Islem Aygitina Ait Durus Denklemleri

Onceki kisimlarda ayrmtili olarak gosterildigi gibi, genel bir paralel manipiilatoriin islem
aygitinin iglem uzayimdaki durusu (konumu ve yonelimi), eyletimli ve eyletimsiz tiim eklem
degiskenlerine bagl olarak asagidaki denklemlerle ifade edilebilir.

p=f(xy) (7.6.1)
gx,y)=0 (7.6.2)

(7.6.1) denklemi, islem aygitinin durusunu ifade etmek icin yazilmistir. (7.6.2) denklemi ise,
dongii kapanim denklemlerinin topluca yazilmis bi¢imidir. Bu denklemlerde su tanimlar

kullanilmastir.
x : eyletimli eklem degiskenlerini iceren dikeysira matrisi (7.6.3)
y . eyletimsiz eklem degiskenlerini igeren dikeysira matrisi (7.6.4)
5= [(pﬁ] (7.6.5)
p : ug noktasinin koordinatlarini iceren dikeysira matrisi (7.6.6)
@ : 1slem aygitinin Euler acilarini iceren dikeysira matrisi (7.6.7)
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7.6.2. Islem Aygitina Ait Hiz Denklemleri

(7.6.1) ve (7.6.2) denklemlerinin tiirevleri alinarak asagidaki hiz denklemleri elde edilebilir.
= JpeX +Jpyy (7.6.8)
JoxX +Jgyy =0 (7.6.9)

(7.6.8) denklemindeki 7, islem aygitinin u¢ noktasinin hizin1 ve agisal hizimi igerecek
bigimde sOyle tanimlanmistir.

_ [V
=] (7.6.10)
(7.6.10) denklemindeki ¥ ile @ dikeysira matrisleri, (7.6.5) denklemindeki p ile ¢ dikeysira
matrislerine asagidaki denklemlerle baglidir.

=p (7.6.11)

w=Ep (7.6.12)

<Y

Eger Euler agilari igin i-j-k siralamasi kullanilmissa, (7.6.12) denklemindeki E = E(p)
matrisi s0yle olusturulur.

P

C = elit1ptjP2pUkds —

@ = ¢yl + Poe%P1T; + pietitrelib2y, —

b1
w=[u euhy ety ]|d,| =
b3
E=[u ety eUitref2y,) (7.6.13)

Bu arada 06zel bir not olarak sdylenecek olursa, (7.6.8) ve (7.6.9) denklemlerinden de
goriildiigli gibi, bir paralel manipiilatore ait hiz iliskileri, dort degisik Jacobi matrisi araciligi
ile ifade edilebilmektedir.

7.6.3. Konum Diizeyinde Ileri Kinematik Céziim
Once, belirtilen X icin, (7.6.2) denklemi ¢éziilerek ¥ asagida gdsterilen bicimde bulunur.
y = h(x) (7.6.14)

(7.6.2) denklemi, genelde, birden ¢ok ¢dziim verir. Dolayisiyla, (7.6.14) denklemindeki h(X)
islevi, ¢coklu ¢6ziim kiimesinden uygun goriilerek secilmis olan bir ¢oziimdiir.

Daha sonra, (7.6.1) ve (7.6.14) denklemleri kullanilarak p asagidaki gibi bulunur.
p =¥ = f(& h(D) (7.6.15)
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7.6.4. Konum Diizeyinde Ters Kinematik Céziim

Belirtilen p i¢in, (7.6.1) ve (7.6.2) denklemleri birlikte ¢oziilerek X ve y asagida gosterilen
bi¢imde bulunur.

x=&(p) (7.6.16)
y={p) (7.6.17)
(7.6.1) ve (7.6.2) denklemleri, genelde, birden ¢ok ¢oziim ¢ifti verir. Dolayisiyla, (7.6.16) ve

(7.6.17) denklemlerindeki £(p) ve {(p) islev cifti, coklu ¢oziim ¢ifti kiimesinden uygun
goriilerek se¢ilmis olan bir ¢ozliim ciftidir.

7.6.5. Hiz Diizeyinde Ileri Kinematik Coziim

Once, belirtilen X igin, eger det(f,,) # 0 ise, (7.6.9) denkleminden ¥ asagidaki gibi bulunur.

V= —(gpfgx)X = —Jyx (7.6.18)
Daha sonra, (7.6.8) denklemi, 77 dikeysira matrisini syle verir.

7 = JyxX (7.6.19)
(7.6.19) denkleminde fnx ile gosterilen bilesik Jacobi matrisi s0yle tanimlanmistir.

Jox = Jpx = JryUgyJgx) (7.6.20)

7.6.6. Hiz Diizeyinde Ters Kinematik Coziim

Once, belirtilen 77 igin, eger det(fnx) # 0 ise, (7.6.19) denkleminden x asagidaki gibi
bulunur.

X = Joat (7.6.21)
Daha sonra, (7.6.18) denklemi, y dikeysira matrisini sdyle verir.

¥ = —Ugylg)x = —UgyJoxli )N (7.6.22)
7.6.7. Devinimsel Tekil Durumlar

Yukarida da gorildiigii gibi, genel bir paralel manipiilatériin ileri ve ters kinematik
iligkilerinde farkli devinimsel tekil durumlar ortaya ¢ikabilmektedir.

(7.6.18) ve (7.6.20) denklemlerine gore, manipiilatoriin ileri kinematik iliskilerindeki
devinimsel tekil durumlar, yalmzca |, gy matrisinden kaynaklanmaktadir.

(7.6.21) ve (7.6.22) denklemlerine gbre ise, manipiilatoriin ters kinematik iliskilerindeki
devinimsel tekil durumlar, hem fgy hem de fnx matrislerinden kaynaklanmaktadir.
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EKB
KUCUK SOZLUK

Mekanik sistemler ve robotik alaninda kullanilan ve kullanilabilecek bazi Tiirkce terimlerin
Ingilizce karsiliklar1 asagida belirtilmistir. Bu terimlerin bazilar1 zaten kullanilmaktadir.
Bazilar ise yeni onerilen ve tartismaya agik terimlerdir. Onerilerden bazilari icin esinlenme
kaynaklar1 da gosterilmistir. Ayrica, bazi kavramlar icin birden fazla 6neri de bulunmaktadir.
Aymi Ingilizce terim igin yerine gore farkli Tiirkge terimler kullanilabilir. Tabii, Bunun tersi
de olabilir. Ornegin, "end-effector" terimi icin "islem aygit1" ya da "ug islemci" terimleri
kullanilabilir. Ote yandan, "durus" terimi igin de "pose" ya da "posture" terimleri
kullanilabilir. Tiirk¢e'nin zengin ek dagarcigindan kaynaklanan kelime tiiretme yetenegi,
ilging niians farkliliklar1 da dogurabilmektedir. Ornegin, her ikisi de Ingilizce'deki
"translation™ kelimesine karsilik gelen "Gteleme" ve "Gtelenme" kelimelerinin anlamlari
arasinda azimsanmayacak bir niians farki vardir.

A Baglasik = Coupled
Artiksil = Redundant Baglaska = Linkage
(Esinlenme: Yoksul, Varsil) (Esinlenme: Yerleske)
Artik eyletimli = Over actuated Baglar Uzuv = Baglant1 Uzvu
Asirt Artiksil = Hyper Redundant = Coupler Link (in a mechanism)
Altyazit = Subscript Baglangag
Aygit = Tool, Device = Coupler Link (in a mechanism)
Aygit-Eklem Kinematigi (Esinlenme: Solungac)
= Inverse Kinematics (from tool to joints) Bilesen = Component
Ayrigtirmak = To Partition Bileske = Combination
Ayrigka = Partition Boyut = Dimension
(Esinlenme: Bileske, Yerleske) Boliintii = Division, Partition
Ayrnisik = Decoupled Boliintiilemek = To Divide, To Partition
Atilim Acis1 = Hiicum Agist Burulma Acis1 = Twist Angle
= Angle of Attack Burgu = Vida = Screw
Burgusal Eklem = Vidasal Eklem
B = Screw Joint
Bagil = Relative
Baglanca = Network CC
(Esinlenme: Eglence, izlence) Calisma Hacmi = Workspace
Baglanti = Connection Coziistiirmek = To Resolve (a vector)
Bagla¢ = Connecting Serial Chain Coziisiim = Resolution (of a vector)
(such as that between the platforms of a Coziiniirlik = Resolution (of an image)
parallel manipulator)
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D
Dayang = Strength
(Esinlenme: Basing, Giivenc)
Derlesik = Compact
Devinim = Motion
Devinimcil Dinamik = Forward Dynamics,
Direct Dynamics (for finding motion)
Devinimsel Tekillik = Motion Singularity
Devrik = Transpoz = Transpose
Dikeysira Matrisi = Column Matrix
Doner Eklem = Revolute Joint
Doner Uzuv = Crank (in a mechanism)
Doénge¢ = Crank (in a mechanism)
(Esinlenme: Siizgec, Yiizgec)
Dondiirgeg = Crank (for cranking)
(Esinlenme: Siizgeg, Yiizgec)
Dondiire¢ = Crank (for cranking)
(Esinlenme: Kaldirac)
Dongti = Loop
Dongii Kapanim Denklemi
= Loop Closure Equation
Dortle¢ = Quaternion
Durum = Situation, State
Durus = Pose, Posture

E
Eklem = Joint
Eklem-Aygit Kinematigi
= Forward Kinematics (from joints to tool)
Eklem Uzay1 = Joint Space
Eklenti = Bias Term

(in a nonhomogeneous expression)
Eksen Takimi = Reference Frame
Eksiksil = Deficient

(Esinlenme: Yoksul, Varsil)
Eksik Eyletimli = Under Actuated
Etkin = Effective, Dextrous
Etkili = Effective, Dextrous
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Etki-Eylem Dinamigi

= Forward Dynamics, Direct Dynamics

Eylem-Etki Dinamigi = Inverse Dynamics

Eyletmek = To Actuate

Eyletim = Actuation

Eyletici = Actuator

Eyletimcil Dinamik = Inverse Dynamics
(for finding actuating forces/torques)

F
Fazla Eyletimli = Over Actuated

G
Geriye Dogru Kinematik = Ters Kinematik
= Inverse Kinematics
Gering =~ Gerilme = Stress
(Esinlenme: Basing, Giiveng)
Gerinti = Gerinim = Strain
(Esinlenme: Esinti, Gezinti, Yasant1)

H
Hiicum Agis1 = Atilim Agisi
= Angle of Attack

I, 1
Ileri Kinematik = Forward Kinematics
Ileriye Dogru Kinematik
= Forward Kinematics
Islem Aygit1 = End-Effector
Islem Hacmi = Workspace
Islem Uzay1 = Task Space

K
Kagiklik = Offset
Kayar Eklem = Prismatic Joint
Kayar Uzuv = Slider (in a mechanism)
Kayag = Slider (in a mechanism)
(Esinlenme: Kaldirac)
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Kaygac = Slider (in a mechanism)
(Esinlenme: Siizgeg, Ylizgec)

Kaymal1 Yuvarlanma

= Rolling with Slipping

Kaymasiz Yuvarlanma

= Rolling without Slipping

Kapanim = Closure

Konum = Position

Konumsal Tekillik = Position Singularity

0,0
Ortak Dikme = Common Normal
Oge = Element (e.g., element of a matrix)
Oteleme = Translation (driven)
Otelenme = Translation (self driven)

R
Rank = Rank (of a matrix)

S,$
Salinmak = To Oscillate, To Rock
Salinim = Oscillation, Rocking
Salinir Uzuv = Rocker (in a mechanism)
Salingac = Rocker (in a mechanism)
(Esinlenme: Solungag)
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T
Ters Kinematik = Inverse Kinematics
Ters Dinamik = Inverse Dynamics
Tutucu = Gripper

U, U
Uc Islemci = End-Effector
Uzuv = Link
Ustyazit = superscript

Y
Yandonme Agis1 = Yaw Angle
Yankayma Agis1 = Sideslip Angle
Yataysira Matrisi = Row Matrix
Yerlesim = Location
Yenileme = Recursion
Yenilemeli Denklem = Recursive Equation
Yineleme = Iteration
Yinelemeli Coziim = Iterative Solution
Yonelmek = To get oriented
Yoneltmek = To make oriented
Yo6nelim = Orientation (self driven)
Y 6neltim = Orientation (driven)
Yunuslama Agis1 = Pitch Angle
Yuvarlanma Agis1 = Roll Angle
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