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4-cubuk mekanizmasi ile dort konum sentezi probleminde mekanizmanin mafsallar1 gember noktalari
egrisi ve merkez noktalar1 egrisi olarak adlandirilan Burmester egrileri {izerinde olmaktadir. Burmester
egrileri ilk olarak grafik yontemlerle elde edilmis olsa da pek ¢ok analitik yontem de sunulmustur.
Ozellikle karmasik sayilar kullanilan literatiirdeki bu analitik yontemler konuyu ilk kez dgrenen
ogrenciler icin karmagik yontemlerdir. Bu g¢aligmada lise seviyesinde analitik geometri bilgisi ile
anlasilabilecek basitlikte bir formiilasyon sunulmustur. Onerilen yéntemin literatiirde siklikla kullanilan
bir yontemle karsilastirildigi sayisal bir 6rnek sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Mekanizmalarin kinematik sentezi, dort konum sentezi, Burmester egrileri

A SIMPLE METHOD TO FORMULATE THE BURMESTER CURVES
ABSTRACT

The joints of a 4-bar linkage reside on the two Burmester curves: circle-point curve and center-point
curve. Although Burmester curves were originally obtained graphically, many analytical methods to
generate the curves were presented over the last century. In these analytical methods, especially when
complex numbers are used, the formulations are hard to understand for a student who just starts to
familiarize with the topic. In this study, in order to obtain the Burmester curves, a simple formulation
using high school level analytical geometry is presented. A numerical example is presented for
comparison of the proposed method with a frequently used method in the literature.

Keywords: Kinematic synthesis of mechanisms, four position synthesis, Burmester curves

1. GIRIS Genelde diizlemsel hareket uygulamalarindaki
problemler iki ya da {i¢ konum sentezi
problemi olarak formiile edilebilse de 6zellikle
hedef nesnenin daha On-tanimli bir hareket
yapmasl ya da bir bagka nesne ile cakismadan
hareket ettirilmesi gerektiginde nesne dort
konumu  saglayacak  sekilde  tasarim
gerekebilmektedir. Dort-cubuk mekanizmasi
ile dort konum sentezi problemi ilk kez
Burmester  (1840-1927) [2] tarafindan
calisilmigs  olup mekanizma mafsallarinin
tizerinde oldugu egrilere Burmester egrileri,

Mekanizma uygulamadaki en sik goriilen
problemlerden biri, mekanizma uzuvlarindan
biri ya da uzva bagli bir nesnenin istenilen
konum ve yonelimi saglamak {izere hareketini
elde edecek sekilde kinematik boyutlarin
belirlenmesi gereksinimidir. Cogu uygulamada
stirekli bir hareket yerine nesnenin belirli
konumlar1 saglamasi1 gerekir. Bir diizlemde
hareket eden bir nesnenin 2, 3, 4, vs. konumu
igin mekanizma tasarimi konusu literatiirde
yogun ¢alisilmis bir konudur [1].
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ilgili  kurama ise Burmester kurami

denmektedir.

Burmester egrilerinin elde edilmesi igin
literatiirde farkli yontemler bulunmaktadir.
Grafik yontemler ugrastirici, Kisim 2’de
sunulan  analitik yOntemler ise temel
seviyedeki Ogrencilere Ogretmek igin ¢ok
karmagiktir. Kisim 3’te Burmester egrileri i¢in
konuyu ilk kez Ogrenen &grencilerin rahat
anlayabilecekleri bir formiilasyon, Kisim 4’te
ise bir sayisal 6rnek sunulmustur.

2. PROBLEM TANIMI ve LITERATUR

Hareket  sentezinde  hareketli  diizlem
iizerindeki bir noktanin farkli konumlardaki
(anlardaki) sabit diizlem tlizerindeki izdiistimii
noktalarina “homolog noktalar” denmektedir.
Hareket bir 4-cubuk mekanizmasinin biyel
uzvu ile saglanmak istendiginde uzvun krank
uzuvlarin  baglantilarin1  saglayan mafsal
noktalarinin sabit diizlemdeki ydriingeleri
cember yaylar1 oldugu ic¢in bu noktalara
“cember noktalar1”, sabit mafsallara ise
“merkez noktalar1” denmektedir. Iki ya da iic
konum sentezinde c¢ember noktalar1 keyfi
sekilde segilebilir, ¢ilinkii herhangi iki ya da {i¢
noktadan gecen ¢cember ¢izmek miimkiindiir.
Ancak, dort konum sentezinde rastgele segilen
dort noktadan bir cember gegmeyecegi igin
homolog noktalarin 6zel secilmesi gerekir.

Burmester [2], hareketli diizlemin dort konumu
i¢in secilecek homolog noktalarin bir gember
iizerinde olmasi igin bu noktalarin “gember
noktalar1 egrisi” (Almanca Kreispunktskurve)
ya da k-egrisi lizerinde segilmesi gerektigini
gostermistir. k-egrisi iizerinde secilen bir
noktalara karsilik gelen merkez noktalarinin
geometrik yeri olan egriye “merkez noktalar
egrisi” (Almanca (Mittelpunktskurve) ya da m-
egrisi denmektedir. Bu iki egriye literatiirde
Burmester egrileri denmektedir [1]. Burmester
[2], hem k-egrisi, hem de m-egrisinin ii¢lincii
derece (kiibik) cebirsel egriler oldugunu
analitik olarak gostermis, kutup dortgenleri
kullanarak egrilerin elde edilmesi igin ise
grafik yontemler gelistirmistir [3]. Burmester,
bu egrilerin dairesel oldugunu da gostermistir
(Ugiincii derece terimlerin x*> + y? ¢arpani
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bulunur) [3]. Burmester egrilerinin grafik
yontemlerle ¢izilmesi [4-7]de sunulmaktadir.

Burmester egrilerinin parametrik olarak ifade
edilmesi iizerine calismalar bulunmaktadir.
Hackmiiller [8] dort homolog noktanin
olugturdugu dortgenin bir cevrel c¢emberi
oldugunda (yani dort nokta bir c¢ember
tizerinde oldugunda) karsilikli kose agilarinin
esit ya da toplamlarinin 180° olmasi 6zelligini
kullanarak Burmester egrilerini karmasik
sayilarla elde etmistir. S6ylemez [1] karsiliklt
kose acilarinin esitligini kullanarak Burmester
egrilerinin Geogebra’da nasil ¢izilebilecegini
gostermistir. Her bir ag1 degeri icin - ya da m-
egrisi iizerinde iki nokta elde edilmektedir.

Freudenstein ve Sandor [9], Hackmiiller’in egri
denklemini kullanarak bes konum sentezi igin
bir formiilasyon sunmuglar, ayrica
Cherkudinov’un [10] Burmester kurami igin
analitik  yaklagimindan  bahsetmislerdir.
Cherkudinov’un formiilasyonunda Burmester
egrileri yedi kutbun koordinatlar1 cinsinden
Kartezyen koordinatlarda ifade edilmektedir.

Kaumann [11], 4-¢ubuk mekanizmasmin iki
kolunu birer diad olarak modellemis ve
Burmester  egrilerini  mekanizmanin  ilk
konumu ile bir diger konumu arasindaki krank
donme agisin1 parametre olarak kullanarak
modellemistir. Chase [12] ile Sandor ve
Erdman [13] tarafindan da kullanilan bu
yaklasimda yine karmasik sayilar ile
formiilasyon yapilmistir. Krank dénme agisi ile
formiilasyonda da her ag¢i i¢in Burmester
egrisinde iki nokta elde edilmektedir.

Niyogi [14] dort konum sentezinde iki g¢ift
kutup secerek bu kutuplardan gecen ¢ember
ailelerinin denklemlerini ¢ikarip iki ailenin
ortak ¢Oziimii olarak Burmester egrisi
denklemini elde etmistir. Niyogi ve Kinzel [15]
ise  Burmester  egrilerinin  Kartezyen
koordinatlarla ifade edilmesinin dezavantajini
vurgulayarak egrilerin parametrik olarak ifade
edilmesini  Onermistir. ~ Egrilerin  grafik
yontemle elde edilmesi temel alinarak bir
parametrizasyon yapilmustir. Parametre
degerine ek olarak bir arti/eksi secildiginde
egri lzerinde bir nokta secilebilmektedir.
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Hayes ve Zsombor-Murray [16] Burmester
egrilerinin diizlemse kuaternionlar ile ifade
edilmesini ¢aligmiglardir. McCarthy ve Soh’un
[17] kitabinda ise Oncelikle Burmester
egrilerinin klasik grafik yoOntemle elde
edilmesine yer verilmistir. Analitik yontem
icin ise hem merkez noktas1 hem c¢ember
noktalarin1 igeren bir denklem ¢ikarilmis,
cember noktalari denklemlerden yok edilerek
merkez noktalar1 egrisi, merkez noktalari
denklemlerden yok edilerek ise c¢ember
noktalar1 egrisi elde edilmistir. Cember
noktalar1 egrisinin parametrik ifadesini elde
etmek icin ayrica Burmester’in bir merkez
noktasinin  karsit-kutup  dortgeninin  karsi
kenarlarini ayn1 a¢1 ile (ya da 180° ag1 farki ile)
gordiigii yoniindeki teoremi kullanilmigtir,

Literatiirdeki tiim bu yontemler kinematik
sentez konusunu ilk kez goren 6grenciler i¢in
karmagik yontemler olmaktadirlar.

3. BURMESTER EGRILERININ ELDE
EDILMESI ICiN YENI YONTEM

Hareketli diizlemin ilk konumunda bir
Kartezyen xy-diizlemi olsun. ilk konumdan j
=2, 3, 4 konumuna bagil hareket (uj, v;) vektor
deplasmani ve a; donme agisi ile ifade edilsin.
Bu durumda ilk konumdaki bir (x, y)
noktasindan j konumundaki (x;, yj) homolog
noktaya doniisim, 2x2 donme matrisi
kullanilarak su sekilde ifade edilir:

|:in| z{cj —sj}[x}L[uj}:[cj X —s, y+uj1 Q)
Yil Is; ¢ |yl |vy] [sjx+e;y+y,

Burada c¢j = cos(o) ve sj = sin(o)’dir.
Boylelikle uj, vj ve o (j = 2, 3, 4) verildiginde
(x5, yj) koordinatlar1 (x, y) koordinatlari
cinsinden bulunabilmektedir. (X, y), (X2, ¥2),

(X3, ¥3), (X4, y4) noktalarinin dordiiniin de bir
cember lizerinde olmasmi istiyoruz. Cember

merkezini (m, n) koordinatlari, yarigapini ise R
ile gosterir isek

2

olmalidir. (Xz, yz), (X3, y3), (X4, y4)
koordinatlarimin (1) denklemi ile bagmtil
oldugu g6z Oniinde bulundurulursa (2)
denklemlerinden m, n, R parametreleri yok
edildiginde (x, y) cinsinden bir denklem elde
edilir, ki bu ¢ember noktalar1 egrisi denklemi
olacaktir. (2) denkleminde sag taraflar hep R?
oldugu i¢in sol taraflar birbirine esitlendiginde
R parametresi yok edilmig olur. (2)
denkleminde sol taraflar1 agarak ve birbirlerine
esitleyerek su denklemler elde edilir:

2m(x, —x)+2n(y, -y)=x,"+y," —-x* -y’
2m(x; —x)+2n(y, —y)=x+y,, -x’ -y’ (3)
2m(x4 —x)+2n(y4 —y)=x42 +y -x" -y’

(3) denklemleri m ve n parametreleri cinsinden
lineerdir ve aslinda bu denklemler (x, y)
noktast ile (x;, y;) j =2, 3, 4) homolog noktalari
arasindaki orta dikme dogrularinin
denklemleridir. (3) denklemlerinden herhangi
ikisinden m ve n’yi ¢ozdiiglimiizde iki orta
dikme dogrusunun kesisim noktasini buluruz.
Ornegin (x, y), (X2, y2) ve (X3, y3) noktalarinin
koordinatlarini igeren iki denklemi kullanarak
m ve n’yi ¢ozdiiglimiizde (x, y) ve (X2, y2)
noktalarinin orta dikmesi ile (x, y) ve (X3, y3)
noktalarinin orta dikmesinin kesigim noktasini,
yani bu 1ii¢ noktadan gecen c¢emberin
merkezinin koordinatlarini buluruz:

Ly Xy )y —y) (6 4y X -y ) (3, - y)

2 (Xz—X)( —y)=(x=x)(v,-Y) @
L) (3T Xy ) - (3 - x) (%7 4y, X -y

2 (%, =%)(vs = ¥) = (x; =x)(¥. )
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(4) denklemlerindeki m ve n ifadelerini (3) cember noktalar1 egrisi denklemi su sekilde
denklemlerinin sonuncusunda yerine koyarsak elde edilir:

[X4Y3 X34 +(Y4 —y3)x—(x4 —x3)y](X22 +y, —x* _yz)
+[X2y“ =X ¥ +(y2 e )x=(x _X4)YJ(X32 +y, —x’ _yz) =0 5
[y =xys 4 (1= ya)x = (3 =)y (67 9y - -y?)

(3) denklemlerini m ve n cinsinden matris etmek de miimkiindiir. (1) denklemlerini (5)
denklemleri olarak yazip ilaveli (Ingilizce denklemlerinde yerine koyarak ve sonug
augmented) matrisin determinantinm1  sifira ifadeyi diizenleyerek su denklem elde edilir:

esitleyerek dogrudan (5) denklemini elde

[AZ(XZ +y2)+BZX+C2y+D2](E2X—F2y+W2)
+[A3(x2+y2)+B3x+C3y+D3](E3x—F3y+w3) =0 (6)
+[A4 (x2 +y2)+B4x+C4y+D4](E4x—F4y+w4)

(6) denkleminde

w, =(u22 +V22)/2, A, =(1-c,)s; —(1—c5)s,, B, =s,u; +¢3v, —S5u, —C,V, + V5 —V,,

C, =c,u; —s,v, —c,u, +s,v; —u, +u,, D, =u,v, —u,v;, E, =c,u, +s,v,, F, =s,u, —c,v,,

w, :(u32 +V32)/2, A, =(1-c,)s, —(1—c¢,)s,, By =s,u, +¢,v, =s,u, —C,v, +V, —V,, 7)
C, =c,u, -s,v, —c,u, +s,v, —u, +u,, D, =u,v, —u,v,, E, =c;u; +s,v;, F, =s;u; —c,v,,

w, =(u42 +V42)/2, A, =(1-cy)s, —(1—c,)s;, B, =s3u, +¢,v, —S,u; — €3V, +V, =V,

C, =c,u, —s,v, —c,u; +s,v, —u, +u,;, D, =u,v, —u,v,, E, =c,u, +s,v,, E, =s,u, —c,v,

tiir ve bu ifadelerdeki tiim terimler bilinen u;, (6) denkleminde tiim terimleri c¢arparak
vi, o (j =2, 3, 4) cinsindendir. diizenledigimizde su denklem elde edilir:

[(AE, +AE, + AE,)x —(AF, + A [F, +AF, )y (x> +y?)
N Aw,+Aw,+A,w, 2 A,w, +Aw, +A,w, ) N C,E,+C,E,+C,E, xy| =0 (8)
+B,E, + B,E, +B,E, —C,E, -C,F, —C,F, -B,F, -B,F, - B,F,
D,E, +D,E, +D,E, C,w, +Ciw, +C,w,
+ X+
-D,E, -D,F, —-D,F,

y+D,w, +D,w, +D,w
+B,w, +B,w, +B,w, ] 272 DT e

(8) denklemi, Burmester’in [2] de tespit ettigi Kartezyen koordinatlarindan (r, 6) kutupsal
gibi 3. derece (kiibik) dairesel (3. derece koordinatlarina gegis yapalim (x = r cos(0) ve
terimlerin x? + y? ¢arpani var) bir denklemdir. y = rsin(0) olur). (8) denklemi suna doniigiir:

(8) denklemini parametrize etmek icin (X, y)
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[(ALE, +A.E, + A E,)cO—(A,F, + AF, + A F,)s0 |r’
(B,E, +B,E, +B,E, )¢’ 6—(C,F, + C;F, + C,F,)s’ 0 s
+ T
+(C,E, +C,E; +C,E, —B,F, =B,F, =B,F, )cOs0+ A, w, + A;w, +A,w,

I C)

D,E, +D,E; +D,E,
+
+B,w, +B,w; +B,w,

Bir 0 acis1 segildiginde (9) denklemi r cinsinden
kiibik bir denklem olur ve ya bir, ya ii¢ gergel
coziimii vardir. Dikkat edilirse [0, ) araliginda
bir 0 acis1 i¢in r degeri bir ¢oziim ise [m, 27)
araliginda 6 + w i¢in —r ¢Oziim olacaktir. Bu
nedenle 6 icin yalnizca [0, w) araligini1 taramak
ve negatif r kokii bulunursa 0 yerine 6 + &
acisimt kullanmak, ya da —r pozitif degerini
kullanmak yeterli olacaktir. Kiibik denklemin
analitik ¢6ziimii bulunmaktadir [18].

0 agis1 [0, m) araliginda istenen hassasiyette
degistirilerek ve (7) ve (9) denklemleri
kullanilarak ¢ember noktalar1 egrisi, (1) ve (4)
denklemleri kullanilarak ise merkez noktalar
egrisi elde edilebilir ve ¢izdirilebilir.

4. SAYISAL ORNEK

Bu bildirideki 6nerilen yontemin sayisal bir
ornek ile dogrulamasimi yapmak ve Oerilen
yontemin literatiirdeki [13] bir yontem ile
karsilasgtirmasini yapmak i¢in [1]’de bulunan bir
problem {izerine c¢aligilmistir. Bir engelin
iizerinden hareket istenen bir
nesnenin dort konumu Sekil 1’de gosterilmistir.

ettirilmesi

\ 3
"
@’ Oy P
07
200

lg— 120 —='mt——— 1 50— =’

Sekil 1. Bir nesnenin 4 konumu [1]

C,w, +C,w,; +C,w,
cO+
-D,E, -D,F, -D,F,
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jse}r+D2W2 +D,w, +D,w,

2,3 ve 4. konumlarin ilk konuma gore koordinat
ve ag1 bilgileri su sekilde verilmistir:

ux =100, v2 =200, o, = 30°
u3 =200, v3 =300, a3 =0°
us = 300, v4 = 200, o4 = —60°

(10)

Sandor ve Erdman’in [13] karmasik sayilarla
formiilasyonunda Burmester egrileri
olusturulurken egri parametresi olarak krankin
ilk ve ikinci konumu arasindaki doniis agis1 olan
B2 acist kullanilmaktadir. B, agist 0°-360°
araliginda 0.5° araliklarla listelenerek ¢izilen
Burmester egrileri Sekil 2°de goriilmektedir. Bu
grafigin olusturuldugu Excel dosyasi [1]
kitabinin ~ ¢evrimi¢i ek  materyallerinin
bulundugu internet sayfasinda sunulmustur
[19].

Bu bildiride sunulan formiilasyonda ise gember
noktalar1  egrilesinin  parametresi  olarak
kutupsal koordinat agis1 6 kullanilmigtir. 0 agisi
0°-360° araliginda 0.5° araliklarla listelenerek
cizilen = Burmester egrileri  Sekil 3’te
goriilmektedir. Hem Sekil 2, hem Sekil 3°teki
grafiklerde egriler her bir veri noktasi bir
parametre degerine karsilik gelecek sekilde
¢izilmigtir.
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Sekil 3. Bu bildirideki yontem ile elde edilen cember

(k1234) ve merkez noktalart (mi234) egrileri

Her iki yontem ile de ayni egriler elde
edilebilmis olsa da egri parametresi olarak
kutupsal koordinat agis1 6 kullanildiginda
¢ember noktalar1 egrileri iizerindeki noktalarin
konum vektorlerinin egrilere teget oldugu
yerlerde egrilerin iizerindeki noktalarin seyrek
oldugu goriilmektedir (Sekil 3’te (125, -190) ve
(=65, —160) koordinatlar1 civar1). Bu problem
daha sik 0 degerleri kullanilarak (6rnegin 0.1°
ya da daha kiigiik araliklarla) bir miktar
coziilebilir. B, egri parametresi kullanildiginda
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ise bu problemin olmadig1 goriilmektedir (Sekil
2).

5. SONUCLAR

Bu bildiride dncelikle 4-¢ubuk mekanizmast ile
dort konum sentezinde mafsal noktalarmin
iizerinde secilebildigi Burmester egrilerinin
analitik olarak elde edilmesinde literatiirdeki
farkli yontemlerden bahsedilmistir. Ozellikle
karmagik sayilar kullanilan bu yontemlerin
konuyu ilk kez oOgrenen oOgrenciler icin
anlagilmasi zor olabilmektedir. Bu bildiride
baslangic seviyesindeki dgrencilerin ¢ok temel,
lise seviyesinde analitik geometri bilgisi ile
anlayabilecekleri bir analitik formiilasyon
sunulmustur. Yontemin temelini olusturan 4
noktanin bir ¢ember iizerinde olmasi kosulu,
cember noktalar1 egrilerinin dogrudan tanimi
oldugu icin ydntemin &grenciye problemin
geometrisini iyi  bir sekilde Ogretecegi
diistintilmektedir.

Sunulan sayisal Ornekte de goriildiigii lizere
Onerilen yontem ile egri bazi
bolgelerde noktalar seyrek olarak elde edilmesi
yontemin Onemli bir dezavantaji olarak
degerlendirilmistir.
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