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ÖZET 

Bu çalışmada fonksiyonel derecelendirilmiş nano şeritlerden oluşan kompozit plakların serbest titreşim 

analizi yapılmıştır. Nano şerit klasik lamine plak teorisinin silindirik eğilme denklemleri ve Eringen’in 

yerel olmayan elastisite teorisi kullanılarak modellenmiştir. Silindirik eğilme hareketi nano şeritin yanal 

doğrultuda sonsuz uzunluğa sahip olduğu varsayımıyla tanımlanmıştır. Nano şerit malzeme 

özelliklerinin kalınlık doğrultusunda üstel fonksiyonla değiştiği kabul edilmiştir. Fonksiyonel 

derecelendirilmiş nano şeritlerin serbest titreşim analizi iki kenarında basit destekli sınır şartı için 

yapılmıştır. Yerel olmayan elastisite parametresinin, fonksiyonel malzeme değişimi katsayısının ve 

nano şerit uzunluğunun serbest titreşim frekansına etkisi incelenmiştir. Bu çalışmanın sonuçları 

fonksiyonel derecelendirilmiş nano kompozitlerin modellenmesinde faydalı olacaktır. 

Anahtar Kelimeler: Silindirik eğilme, Yerel olmayan elastisite, Nano şerit 

 

ABSTRACT 

Free vibration analysis of a functionally graded nano plate which consist of nano strips have been studied 

in the present study. Cylindrical bending governing equations of motion for classical laminated plate 

theory and Eringen’s nonlocal elasticity theory have been used for modeling of the functionally graded 

nano strips. Cylindrical bending equations have employed with the assumption of infinitely long 

nanostirp in the lateral direction. Free vibration analysis of functionally graded nano plate has been 

carried out for simply supported boundary conditions in both edges. Effects of the nonlocal parameter, 

material grading parameter and nano strip length to the free vibration frequency of the functionally 

graded nano plate have been investigated. Results of the present study could be useful for designing of 

advanced functional nanocomposites. 

Keywords: Cylindrical bending, Nonlocal elasticity, Nano strip 

 

1. GİRİŞ 

Nanoteknoloji son otuz yılda önemli gelişmeler 

kaydetmiştir. Nano boyuttaki yapıların duyulan 

ihtiyaca göre modellenmesi, düzenlenmesi ve 

üretilmesi önceden imkansız gibi gözüken 

birçok uygulamanın gerçekleştirilebilmesini 

sağlamıştır. Nano şeritler ise yüksek 

potansiyele sahip ve birçok uygulama alanı olan 

nano yapılardan bir tanesidir. Manyetik [1], 

süperiletken [2,3], optik [4] ve diğer üstün 

fiziksel özellikleri [5,6] nedeniyle nano 

şeritlerin çok çeşitli endüstriyel uygulamalarda 

kullanılması mümkün görülmektedir. Nano 

şerit yapısı yanal doğrultuda sonsuz uzunluğa 

sahip ve çok ince kalınlığa sahip yapılar olarak 

tanımlanır. Farklı fiziksel özelliklere sahip nano 

şeritlerin üst üste dizilerek sıralanmasıyla 

kalınlık doğrultusunda malzeme özelliklerinin 

değiştiği katmanlı nano kiriş yapısı oluşur. Bu 

tür yapılar fonksiyonel derecelendirilmiş nano 

plak olarak adlandırılmaktadır. Literatürde 
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fonksiyonel derecelendirilmiş nano kirişler ve 

nano plaklarla ilgili çok sayıda çalışma 

bulunmaktadır [7–25] . Fonksiyonel 

derecelendirilmiş nano yapıların kullanıldığı 

enerji hasadı [26,27], piezoelektrik [28], 

elektrokimyasal [29] ve rezonatör[30,31] 

uygulamaları araştırmacılar tarafından 

gerçekleştirilmiştir. 

Bu çalışmada üst üste dizilmiş nano şeritlerden 

oluşan fonksiyonel derecelendirilmiş nano 

plakların üç boyutlu titreşimi incelenmiştir. 

Klasik lamine plak teorisi ve Eringen’in yerel 

olmayan elastisite teorisi nano şerit yapısının üç 

boyutlu modellenmesinde kullanılmıştır. Nano 

plağın kalınlık doğrultusunda değişen malzeme 

özellikleri üstel fonksiyonla tanımlanmıştır. 

Nano kirişin her iki kenarında sabit destekli 

mesnetlerin olduğu varsayılmıştır.  Malzeme 

değişimi parametresi, yerel olmayan parametre 

ve nano şerit uzunluğunun serbest titreşim 

frekansına olan etkisi araştırılmıştır. 

Literatürdeki çalışmalardan farklı olarak bu 

çalışmada, nano plağın katmanlı silinirdik 

plaklardan (nano şerit) oluştuğu düşünülerek 

modelleme yapılmıştır. Genellikle kiriş yapıları 

Euler-Bernoulli ve Timoshenko-Ehrenfest 

teorileri kullanılarak modellenir. Bu çalışmada 

ise çok ince plakların üst üste dizilmesiyle 

oluşan nano kiriş yapısı üç boyutlu klasik 

lamine plak teorisi kullanılarak modellenmiştir. 

2. ANALİZ 

Nano şeriti dikdörtgen plak şeklinde ele alalım. 

Plak, yanal (y) doğrultuda sonsuz uzunluğa ve 

eksenel (x) doğrultuda sonlu uzunluğa sahip 

olsun. Şekil-1’de nano plak yapısının şematik 

çizimi görülmektedir. 

 

Şekil  1 Nano şeritlerden oluşan fonksiyonel 

derecelendirilmiş plak yapısı [32] 

Bu durumda, üç boyutta yer alan yer 

değiştirmeler (x,y,z) sadece x doğrultusunun 

fonksiyonu olarak ifade edilir. Böylece y 

değişkenine bağlı tüm türevler sıfır olur ve plak 

silindirik yüzey olarak eğilme hareket yapar. Bu 

durum literatürde daha önceden de bahsedilmiş 

olan silindirik eğilme davranışını temsil eder 

[33]. 

Nano ölçekteki boyut etkisini göz önüne almak 

için Eringen’in tanımladığı yerel olmayan 

elastisite temel bünye denklemi, gerilme 

gradyanı elastisite teorisi için aşağıdaki gibi 

ifade edilir [34]. 

(1 − 𝜇𝛻2)𝜏𝑘𝑙 = 𝜆𝜀𝑟𝑟𝛿𝑘𝑙 + 2𝐺𝜀𝑘𝑙        

(1) 

burada 𝜏𝑘𝑙 yerel olmayan gerilme tensörünü, 𝜀𝑘𝑙 
gerinim tensörünü, λ ve G ise Lame sabitlerini, 

𝜇 yerel olmayan elastisite parametresini ifade 

etmektedir. Eşitlik (1), gerilme-gerinim 

ilişkisine aşağıda görüldüğü şekliyle uygulanır 

[35]: 

(1 − 𝜇
𝜕2

𝜕𝑥2
) 𝜏𝑘𝑙 = 𝐸𝜀𝑘𝑙          

(2) 

burada E elastisite modülünü ifade etmektedir. 

Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler en 

az iki veya daha çok malzemenin bir araya 

getirilerek karışmasıyla oluşur. Malzeme 

karışım oranlarının matematiksel fonksiyon 

olarak tanımlanması mümkündür. Bu çalışmada 

malzeme özelliklerinin (elastisite modülü, 

kayma modülü, Poisson oranı, yoğunluk) 

fonksiyonel değişiminin üstel fonksiyonla 

olduğu kabul edilmiştir. 

[

𝐸(𝑧)

𝐺(𝑧)

𝜈(𝑧)
𝜌(𝑧)

] = [

𝐸0
𝐺0
𝜈0
𝜌0

] 𝑒𝜆𝑧          

(3) 

burada λ malzeme değişim parametresini ve 𝐸0, 

𝐺0, 𝜈0, 𝜌0 nano kiriş alt yüzeyindeki malzeme 

özelliklerini tanımlamaktadır. Silindirik eğilme 

hareketinin yönetici denklemi klasik lamine 

plak teorisi ve Eringen’in yerel olmayan 

elastisite teorisi kullanılarak aşağıdaki gibi elde 

edilir:  

𝐴11
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝐵11

𝜕3𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥3
= (1 −

𝜇
𝜕2

𝜕𝑥2
) (𝐼0

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝐼1

𝜕3𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡2
) (4) 

𝐴66
𝜕2𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
= (1 − 𝜇

𝜕2

𝜕𝑥2
) (𝐼0

𝜕2𝑣(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
)  (5) 
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𝐵11
𝜕3𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥3
− 𝐷11

𝜕4𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥4
= (1 −

𝜇
𝜕2

𝜕𝑥2
) (𝐼0

𝜕2𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝐼2

𝜕4𝑤(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+ 𝐼1

𝜕3𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑡2
)(6) 

Yukarıda belirtilen malzeme özellikleri ve 

atalet terimleri aşağıda belirtildiği şekliyle 

tanımlanır:  

[
𝐴11
𝐵11
𝐷11

] = ∫
𝐸(𝑧)

(1−𝜈(𝑧)2)
[
1
𝑧
𝑧2
] 𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

  (7) 

𝐴66 = ∫ 𝐺(𝑧)𝑑𝑧
ℎ/2

−ℎ/2
 (8) 

[

𝐼0
𝐼1
𝐼2

] = ∫ 𝜌(𝑧) [
1
𝑧
𝑧2
] 𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 (9) 

Üç boyuttaki yer değiştirme fonksiyonları 

harmonik titreşim varsayımıyla aşağıda 

görüldüğü şekliyle değişkenlerine ayrılabilir: 

[
𝑢(𝑥, 𝑡)

𝑣(𝑥, 𝑡)

𝑤(𝑥, 𝑡)
] = [

𝑈(𝑥)

𝑉(𝑥)

𝑊(𝑥)
] 𝑒𝑖𝜔𝑡        

(10) 

Burada 𝑖 karmaşık sayıyı (𝑖 = √−1), 𝜔 titreşim 

frekansını, t ise zamanı ifade etmektedir. 

Bu çalışmada silindirik eğilme hareketine 

maruz kalan kiriş yapısının x=0 ve x=L 

noktalarında yer alan kenarlarının basit destekli 

olduğu kabulü yapılmıştır. Basit destekli için 

uygulanacak sınır şartları aşağıda Tablo-1’de 

belirtilmiştir. 

Tablo 1 Fonksiyonel derecelendirilmiş nano plak için basit destekli sınır şartları 

𝑥 = 0 
𝑑𝑈(0)

𝑑𝑥
= 0 

𝑑𝑉(0)

𝑑𝑥
= 0 

𝑊(0) = 0 

𝑑2𝑊(0)

𝑑𝑥2
= 0 

𝑥 = 𝐿 
𝑑𝑈(𝐿)

𝑑𝑥
= 0 

𝑑𝑉(𝐿)

𝑑𝑥
= 0 

𝑊(𝐿) = 0 

𝑑2𝑊(𝐿)

𝑑𝑥2
= 0 

 𝑈(𝑥) = 𝐴 cos (
𝑚𝜋𝑥

𝐿
) 𝑉(𝑥) = 𝐵 cos (

𝑚𝜋𝑥

𝐿
) 𝑊(𝑥) = 𝐶 sin (

𝑚𝜋𝑥

𝐿
) 

 

Tablo 2 Silindirik eğilme hareketi boyutsuz frekansına(Ω) malzeme özelliklerinin etkisi 

  
λ=0 

μ=0 

λ=1 

μ=0 

λ=0 

μ=0.01 

λ=1 

μ=0.01 

E0=1 

ρ0=1 

 

G0=0 

η0=0 

4.4541 

9.8696 

4.4245 

 10.0757 

4.0540 

8.9830 

4.0270 

9.1706 

G0=0 

η0=0.25 

4.7510 

10.5280 

4.8109 

 11.0555 

4.3242 

9.5819 

4.3787 

10.0624 

G0=0.4 

η0=0 

3.9478 

4.4541 

9.8696 

4.0303 

4.4245 

10.0757 

3.5932 

4.0540 

8.9830 

3.6682 

4.0270 

9.1706 

G0=0.4 

η0=0.25 

3.9478 

 4.7510 

10.5280 

3.9478 

4.7125 

10.8290 

3.5932 

4.3242 

9.5819 

3.6682 

4.3787 

10.0624 

3. SAYISAL SONUÇLAR 

Bu bölümde belirtilen basit destekli sınır şartları 

için fonksiyonel derecelendirilmiş nano 

şeritlerden oluşan nano kiriş yapısının serbest 

titreşim parametrik analizi yapılacaktır. 

Malzeme özellikleri Tablo-2’de belirtildiği 

üzere boyutsuz olarak nano plağın en altında yer 

alan nano şerit için kabul edilmiştir. Parametrik 

analizde edilen boyutsuz frekans parametresi 

ise Eşitlik (11)’de belirtilen bağıntıya göre 

hesaplanmıştır: 

𝛺 = 𝜔𝐿2√
𝐼0

𝐸0ℎ
3          

(11) 

Burada h toplam plak kalınlığını ifade 

etmektedir. 

Tablo-2’de fonksiyonel olarak 

derecelendirilmiş malzeme özelliklerinin ve 
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silindirik eğilme denklemlerinde çeşitli 

kabullerin yapılmasıyla titreşim frekanslarının 

değişimi görülmektedir. Kayma modülünün 

sıfır olarak kabul edilmesiyle Eşitlik (5) ve 

Eşitlik (8)’den anlaşılacağı üzere yanal titreşim 

etkisi kaybolmaktadır. Dolayısıyla elde edilen 

frekanslar eksenel ve radyal doğrultuda 

gerçekleşen titreşim hareketlerine aittir. Yerel 

olmayan etki ile frekans değerlerinde azalma 

görülmüş, fonksiyonel derecelendirilmiş 

malzeme özelliklerinin artmasıyla frekans 

değerlerinde artış gözlemlenmiştir.  

Parametrik analizlerde nano şerit uzunluğu ve 

kalınlığı boyutsuz olarak ele alınmıştır. Her iki 

uzunluk da kalınlık değerine bölünerek (L/h) 

boyutsuzlaştırma işlemi gerçekleştirilmiştir. 

Buradan yola çıkılarak nano şerit kalınlığının da 

boyutsuz olarak “1” kabul edilmiş olur. 

Eksenel ve radyal frekansları belirleyebilmek 

için Şekil-2’deki grafiği incelemek gerekir. 

Artan nano şerit uzunluğuyla(L) frekansların 

değişimi çeşitli malzeme kabulleri için 

belirtilmiştir. Kayma modülü yanal yer 

değiştirmeyi hareket denklemlerine dahil 

ederken, Poisson oranı eksenel ve radyal yer 

değiştirmelerin birbirleriyle olan ilişkisini 

tanımlamaktadır. Poisson oranı eksenel ve 

radyal frekansları artırırken yanal titreşim 

frekansı bundan etkilenmez.  

 

Şekil  2 Silindirik eğilme hareketine malzeme özelliklerinin etkisi (λ=0) 

 

 

Şekil  3 Nano şerit genişliğinin frekanslar üzerindeki etkisi 
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Şekil  4 Fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme özelliklerinin birinci ve ikinci mod frekansları üzerindeki etkisi 

 

Yerel olmayan elastisite teorisi kısa nano şerit 

uzunluklarında etkinken artan uzunlukla 

birlikte yerel olmayan etki kaybolur ve yerel 

frekans değerlerine yaklaşır. Şekil-2’de azalan 

mavi ve sarı renkli eğrilerde yer alan frekanslar 

nano plak genişliğinin eksenel yönde artışıyla 

azalmaktadır. Eksenel yöndeki uzunluk artışı 

plak yapısının eksenel yönde rijitliğini artırır ve 

frekans değeri sıfır değerine doğru azalır. 

Şekil-3’de silindirik eğilme hareketinin yerel 

olmayan elastiste ile değişimi görülmektedir. 

Nano şerit uzunluğunun “1(bir)” değerini 

hemen geçmesinden sonra frekanslar arasında 

sapma denilen “veering” yani frekansların yer 

değiştirmesi görülmektedir. Yanal doğrultudaki 

frekans değişmezken eksenel doğrultudaki 

frekans azalma davranışı gösterir. Radyal 

yöndeki frekans ise yerini korumaktadır. Yerel 

olmayan elastisite çok küçük nano kiriş 

uzunluğu değerlerinde bütün frekansları 

azaltmışken artan nano plak genişliği ile bu etki 

kaybolur yerel elastisite sonuçlarına yaklaşır. 

Belirtilmesi gerekn bir diğer nokta ise yanal 

titreşim frekansının sadece yerel olmayan 

parametre etkisi ile azalması ve fonskiyonel 

malzeme özellikleri değişimi ile artmasıdır. 

Şekil-4’de ise kalınlık doğrultusunda 

fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme 

özelliklerinin 1. ve 2. mod frekansları 

üzerindeki etkisi görülmektedir. Benzer sapma 

ve değişim karakteristikleri görülmekle birlikte 

2. mod frekanslarındaki sapma yaklaşık olarak  

2.2L nano şerit  genişliğinde oluşmuştur. Artan 

mod sayısıyla frekanslar arasındaki sapma 

davranışı daha geniş nano şerit uzunluklarında 

meydana gelmektedir. 

4. SONUÇ 

Bu çalışmada fonksiyonel derecelendirilmiş 

nano şeritlerden oluşan nano plakların basit 

destekli sınır şartlarındaki serbest titreşimi 

incelenmiştir. Nano şeritlerin yanal doğrultuda 

sonsuz uzunlukta olduğu kabulüyle silindirik 

eğilme hareket denklemleri kullanılmıştır. Nano 

ölçekteki boyut etkisini göz önüne almak için 

yerel olmayan elastisite teorisinden 

faydalanılmıştır. Malzeme özelliklerinin 

kalınlık doğrultusunda üstel fonksiyonla 

değiştiği varsayılmıştır. Malzeme değişimi 

parametresi, yerel olmayan parametre ve nano 

kiriş uzunluğunun fonksiyonel 

derecelendirilmiş silindirik eğilen nano plak 

serbest titreşimine olan etkisi araştırılmıştır. 

Yerel olmayan elastisite teorisi frekansları 

azaltırken malzeme özelliklerinin üstel olarak 

artması frekans değerlerini artırmaktadır. 

Eksenel ve radyal frekanslar Poisson oranından 

etkilenirken, yanal frekans kayma modülünden 

etkilenir. 

Bu çalışmanın sonuçları fonksiyonel 

derecelendirilmiş nano kompozitlerin plakların 

ve kirişlerin modellenmesinde faydalı olacaktır. 
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